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Sazetak:

Tema zavrSnog rada je eksperimentalna validacija metode sila na staticki
neodredenom grednom nosacu. Odabrani sustav je jedanput staticki neodreden
kontinuiran nosa¢ preko dva polja i koncentrirana sila u drugom polju. Metoda sila
podrazumijeva da se oslobadanjem nekih veza (reakcija) sustav pretvara u staticki
odredeni (tzv. osnovni) sustav za kojeg se na mjestu i u smjeru oslobodene veze
racunaju pomak/rotacija od vanjskog (stvarnog) i jedini¢nog opterec¢enja. Pomocu tih
veli¢ina moguce je iz jednadZbe kompatibilnosti odrediti vrijednost sile ili momenta na
mjestu oslobodene veze te tako rijesiti cijeli sustav. Na taj su nac¢in u ovom radu
izvedene formule ovisne o veli¢ini vanjskog optereenja i raspona konstrukcije
pomocu kojih je moguce odrediti vrijednosti svih reakcija u osloncima. Nakon teorijski
rijeSenog problema prelazi se u praktikum te se na modelu konstrukcije mjere reakcije
i pomaci kako na odabranom (staticki neodredenom), tako i na osnovnom sustavu kod
kojeg se u obzir uzima i vanjsko i jedini¢no opterecenje. Detaljna usporedba
eksperimentalnih i teorijskih rezultata pokazuje da se rac¢unski dobiveni rezultati i

eksperimentalna mjerenja izvrsno podudaraju.

Kljucne rijeci :
Metoda sila, staticki neodreden sustav, kontinuirani nosac¢, metoda jedinicne sile,

pomak, fleksija



Abstract:

The topic of this final year project is experimental validation of the force method on a
statically indeterminate beam. The selected structure is one degree statically
indeterminate two-span beam over with a concentrated force in the second span. The
force method assumes that by releasing some connections (reactions) the structure is
transformed into a statically determined (so-called primary) structure for which the
displacement/rotation from external (real) and unit load are calculated at the position
and in the direction of the released connection. Using these quantities, it is possible to
determine the value of force or moment at the position of released connection from the
compatibility equation and solve the whole system. In this way, formulas dependent
on the magnitude of external load and the span of the structure are derived in this
work, by means of which it is possible to determine the values of all reactions in the
support. After the problem is solved theoretically, we are moving to the laboratory to
measure reactions and displacements on a model of the structure, both for the selected
(statically indeterminate) and the primary structure, where both external and unit load
are taken into account. A detailed comparison of experimental and theoretical results
shows that calculated results and experimental measurements show an excellent

agreement.

Keywords :

Force method, statically indeterminate structure, continuous beam, unit force

method, displacement, flexibility
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1. UVOD

Eksperimentalna validacija metode sila kod staticki neodredenog grednog nosaca koja
je provedena u ovom radu, podijeljena je na dva dijela. U prvome dijelu napravljen je
proracun zadanog sustava po metodi sila, dok se u drugome dijelu pokusava dokazati

da stvarna mjerenja odgovaraju onima dobivenim racunski.

Sustav je jedanput staticki neodredeni kontinuirani nosa¢ preko dva polja s
koncentriranom silom na sredini drugog polja. Proracun takvog sustava po metodi sila
moguce je provesti na Citav niz nacina, uklanjajué¢i reakcije u osloncima ili pak
otvarajuci nove zglobove. Pri tome je posebnu pozornost potrebno posvetiti tome da
se sustav ne pretvori u mehanizam. U sklopu rada predstavljena su dva nac¢ina na koje
se promatrani sustav moze rijeSiti. Kod prvog nacina se uklanja/oslobada srednji
oslonac s pripadaju¢om reakcijom, a kod drugog nacina se uklanja/oslobada oslonac s
desne strane nosaca s pripadaju¢om reakcijom. RjeSenje sustava u vidu reakcija u sva
tri oslonca kontinuiranog nosaca ne smije se razlikovati, bez obzira na odabranu
metodu. U obzir se dodatno uzima i vlastita teZina nosaca jer i ona utjece na veli¢inu

reakcija koje ¢e se u eksperimentu izmjeriti u osloncima.

Na stvarnom modelu nosaca postavljenom u praktikumu, izvrsit ¢e se mjerenja kod
kojih ¢e se odredit reakcije u osloncima te pomaci grede za razliite vrijednosti
opterecenja. Sva mjerenja zapisat Ce se u tablicama u Microsoft® Excelu i usporediti s

teorijskim rezultatima dobivenim u prvom dijelu rada.

Cilj ovog rada je pomocu eksperimentalnih mjerenja pokazati da teorijska rjeSenja
dobivena metodom sila mogu to€no opisati ponasanje stvarnih stati¢ki neodredenih

nosaca.



2. OSNOVNI POJMOVI METODE SILA

2.1. Staticki neodreden sustav

Metoda sila je metoda proracuna stati¢ki neodredenih sustava [1-5]. Staticki
neodreden sustav je sustav u kojemu je broj nepoznatih velic¢ina (reakcija, sila) veci

od broja jednadZbi ravnoteze.

JEDNADZBE RAVNOTEZE -XFx=0; XFy = 0; XM = 0

Staticku neodredenost sustava odredujemo pomocu formule [1]:

n=R-3-z (1)

U kojoj je :
N — stupanj staticke neodredenosti sustava

n > 0 staticki neodreden sustav - u radu rijeSen sustav kod kojegjen=1
n =0 stati¢ki odreden sustav

n < 0 mehanizam

R — broj reakcija sustava
3 — brojjednadzbi ravnoteze

z — brojzglobova ( u ovome slucaju, zglobova nema )
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Slika 2. Primjer odredivanja stupnja staticke neodredenosti sustava sa zglobom



2.2. JednadZba kompatibilnosti

Metoda sila koristi se za rjeSavanje staticki neodredenih sustava na nacin da se sustav
pretvori u staticki odreden (tzv. osnovni) oslobadanjem odredenog broja veza. To
podrazumijeva uklanjanje veza s podlogom (reakcije u osloncima) ili veza unutar
nosaca (uvodenje zglobova). Pri tome treba voditi ra¢una da odredene kombinacije

oslonaca (i zglobova) mogu rezultirati mehanizmom iako je prema jednadzbi (1)

n = 0. Vanjsko opterecenje Ce na sustavu prilikom uklanjanja veze proizvesti novi
pomak ili zaokret na mjestu na kojem ranije nije postojao. Takav pomak na osnovnom
sustavu oznacavamo s 810 pri cemu prvi indeks (1) oznacava poziciju 1, a drugi (0) se
odnosi na zadano vanjsko opterecenje. Razlika izmedu jedanput staticki neodredenog
nosaca i osnovnog sustava je samo u jednoj vezi. Drugim rijeCima, ako se na osnovni
sustav po principu superpozicije doda utjecaj uklonjene veze, takav sustav je
ekvivalentan zadanom staticki neodredenom sustavu. Ukoliko se, kao u primjeru
prikazanom niZe, radi o uklonjenoj reakciji, pomak koji vanjsko opterecenje uzrokuje
na mjestu uklonjene reakcije na osnovnom sustavu istog je iznosa, ali suprotnog smjera
u odnosu na pomak kojeg uklonjena reakcija u svojstvu vanjske sile uzrokuje na
osnovnom sustavu (bez ostalog vanjskog opterecenja). Obzirom da veli¢ina uklonjene
reakcije nije poznata, umjesto stvarne sile koristi se jedini¢na sila. Pomak uzrokovan
jedinicnom silom naziva se fleksija i oznacava fi1, gdje se prvi indeks (1) odnosi na
poziciju 1, a drugi (1) odnosi na jedinicno opterecenje. Stoga pomak od uklonjene
reakcije na osnovnom sustavu moZze se zapisati kao f11* X1, gdje je X1 trazZena reakcija
na poziciji 1. Iz uvjeta da su pomaci od vanjskog opterecenja i uklonjene reakcije na
osnovnom sustavu jednaki, ali suprotnog predznaka moZemo zapisati sljedecu

jednadZbu kompatibilnosti :

510 + f11X1 =0 (2)
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Slika 7. Momentni dijagram - jedini¢na sila



810 + f11X1 =0

010 - pomak na mjestu jedini¢ne sile od vanjskog optereéenja na osnovnom sustavu
fi1 - pomak na mjestu jedini¢ne sile od jedini¢ne sile na osnovnom sustavu

X1 - jedini¢na sila

f11 X1 - pomak od uklonjene reakcije

510

T T

(3)

Da bi dobili pomak na mjestu jedini¢ne sile od vanjskog opterecenja (810) Kkoristi se
metoda jedinic¢ne sile. Ta se metoda rjeSava kombinacijom momentnih dijagrama od
vanjskog (MO) i jedini¢nog opterec¢enja (M1) na nacin da se povrsina u dijagramu
vanjskog opterecenja pomnozi sa vrijedno$¢u koju na mjestu teziSta te povrSine ima
dijagram od jedini¢ne sile na osnovnom sustava. Na slican nacin , za odredivanje

fleksije f11 potrebno je momentni dijagram od jedini¢ne sile kombinirati sam sa sobom.

Za potrebe brzeg rjeSavanja ovom metodom, postoje razne kombinacije oblika
momentnih dijagrama od vanjskog i jedinicnog opterecenja danih u Tablicama
integrala (Slika 7.). Za svaku kombinaciju je navedena formula zajedno s pripadaju¢om
skicom. Kod oznaka na skicama, ,a“ oznaCava duljinu dijela dijagrama koji se

kombinira, dok su ,j“1,k“ vrijednosti na odredenim dijelovima dijagrama.



TABLICA INTEGRALA ZA METODU VERESCAGIN — Rjedenje integrala [ M(x)M(x)dx
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Slika 8. Tablica integrala

Postupak rjeSavanja staticki neodredenog sustava moze se saZeti na sljedeci nacin.

Nakon odredivanja stati¢cke neodredenosti sustava (Slika 1.), u sustavu se oslobada

oslonac da bi sustav postao staticki odreden. Osnovni sustav se potom rjesava u dva

dijela (Slika 2.13.):

1. Osnovni sustav na kojem djeluje samo zadano vanjsko optereéenje

2. Osnovni sustav na kojem se na mjestu oslobodenog oslonca zadaje jedini¢na

sila

Za svaki sustav se odreduje momentni dijagram (Slika 4.; Slika 5.) te se kombinacijom

tih dijagrama (kako je ranije opisano) dobivaju pomak 810 i fleksija f11. Za kombinaciju

dijagrama koriste se tablice integrala (Slika 7.) u kojima su unaprijed odredeni

moguci oblici momentnih dijagrama.




3. PRORACUN ZADANOG STATICKI NEODREDPENOG SUSTAVA
METODOM SILA NA DVA NACINA

Sustav je jedanput staticki neodredeni kontinuirani nosac preko dva polja
koncentriranom silom na sredini drugog polja.

Kod prvog nacina se uklanja/oslobada srednji oslonac s pripadaju¢om reakcijom,
a kod drugog nacina se uklanja/oslobada oslonac sa desne strane nosaca s

pripadaju¢om reakcijom.

Rax A B

C
AN
==
Ray Rsy Rey

Slika 9. Zadani staticki sustav

n=R-3-z=4-3-0=1

1 x STATICKI NEODREDEN SUSTAV



3.1. Prvi nac¢in

F
Raw C
Ray Reye
Slika 10. Osnovni sustav s uklonjenim osloncem B
OSNOVNI SUSTAV :
YFx = 0; RAxy= 0
F x 4L 4
XMy =0; =FX 4L+ Ry X 5L=0; Rco =———==F
5L 5
FxL F
EMCZO,_RAY()XSL‘l'FXL:O,RAYOZ ==
5L 5
ZFy = 0, RAy0+ RCO_F:O
Mo %
[kN]
Reas
To f F
[kN] |
:i;:] Rc
Mo
WNm]“Hxhh /
Ii_h ///
RAcx 3L = = FL ///
Roixl=%FL

Slika 11. Dijagrami unutras$njih sila - vanjsko opterecenje
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AN E

Ry Rct

Slika 12. Osnovni sustav s jedinicnom silom na mjestu oslonca B

JEDINICNA SILA :
XFx = 0; RAx; =0
X,y X 3L 3
ZMA=O,X1X3L—RC1X5L=O, RC1=T=§
X, X 2L 2
ZMC=O;RAle5L_X1x2L=O; RAY1=T=§

ZFy = O;_RAYI_RC1+ X1=0

N1 %

-/—:; Rc
T1
[ ] ~
R,
Rarx3L=:L
— | h '“"'-..

M1 I T
[m]

Slika 13. Dijagrami unutras$njih sila - jedini¢na sila
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JEDNADZBA KOMPATIBILNOSTI :

610+ fir X X1 =0

610
X, = ——
YT fa
3 6
5 1| 3L xgFLxglL L[SFL (2 6L+3L>+4FL(6L+2 3L>]
= —{— - =|= X = = = = X =
0= gr 3 615 5 5 5 5 5
4FL 3L FI3 3 3FL3
- =X = X=-Lp=——/ X == —
375 5 El ~ 2 2EI
1 (3L X gL X gL 2L X gL X gL 13 /36 24 1213
fu =g 3 + 3 = E(E+E)‘ SEI
B —3FL3><5EI_5F
17 2FI x 1213 8
Re= Reo+ Xy X (~Re) = SF = 2 x 2 F= 2 F
C co 1 Cc1 5 5 8 40
F 5 2 2
RA:RAyo‘l‘ X1X(—RAy1): g—gF)(E:_EF

PROVJERA :

RA+RB+RC:F
1
—(—2+25+4+17)F=F
40( + 25+ 17)

F=F
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3.2. Drugi nacin

—— F
Rawe A . B C
RA;J::- RB':.-':::
Slika 14. Osnovni sustav s uklonjenim osloncem C
OSNOVNI SUSTAV :
YFx = 0; RAxy = 0
F x 4L 4
XMy, = 0; RByg X 3L-F X 4L = 0; RByy = 3L = =-F
F xL 1
ZMB=O;_RAY()X3L—FXL=O;RAYO=_ = —=F
3L 3
XFy = 0; RAyy,+ RCy,= 0
No @
[kN]
T':l 1 B E ﬂ
[kN]
— Re
Re
_FuxL
— ™,
Mo \ o
[KNm]

Slika 15. Dijagrami unutras$njih sila - vanjsko opterecenje
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Slika 16. Osnovni sustav s jedinicnom silom na mjestu oslonca C

JEDINICNA SILA :

Fx = 0; RAx; =0

Xy X5L 5
My, = 0; —RB; X 3L+ X; X 2L=0; RB; = 3—L:§
X, X 2L 2
XMp = 0; —RAyl X 3L+ X; X 2L =0; RAy1= 3—L:§
YFy = O;RAyl— RB;+ X; =0
M1 %)
[ ]
Ra
T+ :—|—:
[ ] Re: 1 .
S
M
[m]

—

o
“l

Slika 17. Dijagrami unutras$njih sila - jedini¢na sila
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JEDINICNA SILA :

Fx = 0; RAx; =0

X, Xx5L 5
IM, = 0; —RB; X 3L+ X; X 2L=0; RB; = ———— ==
3L 3
X, X 2L 2
ZMB=O;_RAylX3L+X1X2L=O;RA3,1=T=§
XFy = 0; RAy; — RBy+ X; =0
JEDNADZBA KOMPATIBILNOSTI :
810+ f11 X X1 =0
610
X -
YU
) 1[FLX2LXSL L FL x (2 2L+L)] 1(2FL3+5FL3>
= —|- - =X X X = —— —
107 gr 3 6 El 6
_17FL?
6EI
_1(3L><2L><2L+2L><2L><2L)_20L3
fu =g 3 3 T 3EI
_ —17FL3><3E1_17F_R
1= 6EI x 2013 ~ 40 =~ €
Ry = R X><RB—4F 17F><5—5F
B— TBO 1 17 3 40 3 8
R, = Ryo+X; X Ryy = 1F+17F><2— 1F
A — A0 1 Al — 3 40 3— 20
PROVJERA :

RA+RB+RC:F
1
—(—2+25+17)F=F
40( +25+17)

F=F

Zakljucak : RjeSenje sustava u vidu reakcija u sva tri oslonca kontinuiranog nosaca ne
razlikuje se bez obzira na odabranu metodu.
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3.3. Konac¢ni dijagrami unutrasnjih sila

F
Recp C
\ £
Ray Ray Ry
N )
[kN]
23 4
a0 N
ST
T — ]
[kN] | S /—:
1 _
200 15
EUF 3L
— \\\
e - /. \\\
M \ Pt o
i \ e
[kNm] @
.f'//
//
% FxlL

Slika 18. Kona¢ni dijagrami unutrasnjih sila za zadani staticki sustav
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3.4. Utjecaj vlastite teZine nosaca

Za zadani staticki sustav, kontinuirani nosac¢ preko dva polja s koncentriranom
silom na sredini drugog polja dodatno ¢e se uzeti u obzir utjecaj vlastite teZine
nosaCa. Vlastita tezina nosaCa prikazuje se jednoliko rasporedenim
kontinuiranim opterecenjem. Za odredivanje utjecaja vlastite teZine nosaca

koristi se samo prvi nacin rjeSavanja sustava.

Slika 19. Kontinuirani nosac opterecen vlastitom teZinom
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Osnovni sustav - vanjsko opterecenje

O

‘_

iy

J
i

Rco=qx 3L

N
Rao=q x 3L
No
[KN]
g__)("‘-' L
[KN] e
qxL2/8
Mo ,le . 3qL2
[KNm] ~

Slika 20. Reakcije i dijagrami unutrasnjih sila na osnovnom sustavu - vanjsko opterecenje
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Osnovni sustav - jedini¢na sila

X1=1
W W
Ra1 Rci
va =2 Rc1=3
N1 @
[ ]
Rz
T < @
[ ] Ra 2
a
M, s o | T~ o

[m

Slika 21. Reakcije i dijagrami unutra$njih sila na osnovnom sustavu - jedini¢na sila

19



< Mas TMB=0;RA0x3L-gx (L) x 3 - MBO
MBo:quz’_%qB:% L2 < 3qL?

qx3L

TROKUT + PARABOLA

= P(AC)=-gqL2/8x 5L +(2 xF ql2x 5L )= 15qL2

P*(AC) =-2qL2+4x3Lx3ql2+3x2Lx3qL2+3x3LxIqgl2+3x 2L x4 gLz =15qL?

Sio=g x((3Lx(qL2/8)x£L)-3L/Lx3qL2x 2L -2L/3x3qL2x 2L
-3L3xgqlex2L-2L/3-3qLl2xEL)=@QL /El) x (-F)=-FqL’

fir =g x((3L/3x3:LL2+2L/3x32 L2)=L%/75EI x 180 =2 L®
59 1 4

1= 2 Ll L=RB

X1 = QLS =g 9L =

RA=RA;+X1xRA=qx3L-2x%2qL=%qL

RC=RCy+X1xRC;=qx3L-2 x%2qL=3 qL

PROVJERA :
RA+ RB+ RC:6qL

1
5¢ (295 +170 + 111)qL = 6qL

576 L = 6al
6qL = 6qL
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A ,
e Wat ZaqL
N o
[KN]
B HaL
* @ ZalL
T : - &
kN O - ]
7qL 2
ZqL
2L
MB
29X (L2 /T\ 1qx (LR2)
/,_/ ™~ . //\_:' \\\ // E}RH
M J ~_ D -_-//_ ~ . S /L )
[kNm] — M{ I Mz

Slika 22. Konacni dijagrami unutrasnjih sila - od vlastite teZine nosaca

1= —q > 1 z

)

Mg = —q X 3,5L X

M, = —q X (4L + X3) X >

+ Rp X 3L

+ Ry X X;

4L+ X,
———+ Ry X BL+X3)+ Rg X X3
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4. METODA SILA - EKSPERIMENTALNO

Eksperimentalna mjerenja provedena su u laboratoriju (praktikumu) Katedre za
tehni¢ku mehaniku Gradevinskog fakulteta u Rijeci. Nakon postavljenog zadanog
sustava, kontinuirani nosac preko dva polja s koncentriranom silom u sredini
drugog polja, krece se s prvim mjerenjem reakcija na nacin da se prihvat za utege
postavi u sredinu drugog polja gdje se u zadanom statickom sustavu nalazi
koncentrirana sila. Na prihvat za utege stavljaju se utezi na nacin da se za svaki
novi dodan uteg, povecavalo opterecenje koje se zapisivalo u tablice i istovremeno
provjeravalo s dobivenim teorijskim formulama iz poglavlja 3.1.. Zglobni oslonci
omogucavaju mjerenje reakcija koje se za sva tri oslonca ocitavaju s korisni¢kog

sucelja mjerenog sustava.

Slika 23. Zadan staticki sustav — eksperimentalni postav
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4.1. Mjerenje 1

Tablica 1. Prvo mjerenje na zadanom sustavu

MJERENO RACUNATO
Uteg | F(N)

RA(N) | RB(N) | RC(N) | SUMA | RA(N) | RB(N) | RC(N) | SUMA
1 0,91 0 0,5 0,1 0,6 -0,05 0,57 0,39 0,91
2 1,82 0 1,1 0,2 1,3 -0,09 1,14 0,77 1,82
3 2,73 -0,1 1,6 0,4 1,9 -0,14 1,71 1,16 2,73
4 3,64 -0,2 2,3 0,5 2,6 -0,18 2,28 1,55 3,64
5 4,55 -0,3 2,8 0,7 3,2 -0,23 2,84 1,93 4,55
6 5,46 -0,3 3,5 0,5 3,7 -0,27 3,41 2,32 5,46
7 6,37 -0,3 4,1 0,7 4,5 -0,32 3,98 2,71 6,37
8 7,37 -0,4 4,7 0,9 52 -0,37 4,61 3,13 7,37
9 8,37 -0,4 53 1 59 -0,42 5,23 3,56 8,37
10 9,37 -0,4 58 1,2 6,6 -0,47 5,86 3,98 9,37
11 | 10,37 | -0,5 6,5 1,4 7,4 -0,52 6,48 4,41 10,37
12 | 11,37 | -0,6 7,1 1,5 8 -0,57 7,11 4,83 11,37
13 1237 | -0,6 7,7 1,7 8,8 -0,62 7,73 5,26 12,37
14 | 13,37 | -0,7 8,3 1,9 9,5 -0,67 8,36 5,68 13,37

Nakon prvog mjerenja, izrade tablice i upisa rezultata, uoceno je da izmjerene
reakcije RC znatno viSe odstupaju od racunskih u odnosu na reakcije RA i RB.
Zakljuceno je da postoji problem s mjeracem sile na osloncu C te se odlucilo detaljnije

istraziti u ¢emu je problem.
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Na oslonce sustava koji su prethodno nulirani (tarirani) polaze se (bez pritezanja)
nosac/letva te se potom mjere reakcije na svim osloncima. Mjerenja se usporeduju s
teorijskim rezultatima dobivenima u poglavlju 3.1.. Najprije je odabrana vrijednost
kontinuiranog opterecenja q (zaokruZen na jednu decimalu) koje daje najbolje
podudaranje teorijskih i mjerenih reakcija na osloncima A i B, a onda je odreden
korekcijski koeficijent koji reakciju u osloncu C popravlja na isti nivo to¢nosti. Detalji
ovog korekcijskog postupka dani su u tablici 7..

Tablica 2. Namjestanje oslonaca - letva

qL (N) RA RB RC RC - Korekcijski
korigiran koeficijent
1,75 Racunato 3,10 5,38 2,02
Mjereno 3,30 5,40 0,8 2,05 2,5646
Relativna 6,09% |041% 1,38%
greska
L (m) 0,1
q(N/m) |17,5

Nakon prve korekcije, letva se priteZe na osloncima te se ponovo provjeravaju reakcije.
Pri tome dolazi do malih promjena (potrebno je modificirati opterecenje q), ali
korekcijski koeficijent nije potrebno mijenjati.

Tablica 3. Nakon pritezanja - letva

gL (N) RA RB RC RC - Korekcijski
korigiran koeficijent
1,85 Racunato 3,28 5,68 2,14
Mjereno 3,50 5,70 0,85 2,18 2,5646
Relativna 6,40% | 0,26% 1,87%
greska
L (m) 0,1
q(N/m) | 18,5

Nakon pritezanja letve i provjera reakcija, dodaje se prihvat za utege te se ponovo
provjeravaju reakcije. Kao i ranije, korekcijski koeficijent nije potrebno mijenjati.

Tablica 4. Nakon prihvata za utege - letva

gL (N) RA RB RC RC - Korekcijski
korigiran koeficijent
1,85 Racunato 3,28 5,68 2,14
Mjereno 3,30 5,80 0,85 2,18 2,5646
Relativna 6,40% | 1,98 % 1,87%
greska
L (m) 0,1
q(N/m) |18,5
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4.2. Korekcije

Za svaki oslonac dodatno je provedeno direktno mjerenje, to jest na svaki oslonac
naneseni su utezi te se zapisivalo i provjeravalo mjere li oslonci to¢no silu koja djeluje
na njih. Za razli¢ite vrijednosti opterecenja (teZine utega) mjerene su reakcije na
osloncima te su vrijednosti potom tabli¢no i graficki prikazane. Skup tocaka je zatim
aproksimiran linearnom funkcijom f(x) = ax + b, pri ¢emu bi u slucaju idealnog
podudaranja teZine utega s izmjerenom reakcijom trebalo bitia=11ib = 0. U stvarnosti
ocekujemo da ¢e vrijednosti biti vrlo blizu idealnima. Korekcije su provedene za
stati¢ki sustav kontinuiranog nosaca preko dva polja sa koncentriranom silom u
sredini drugog polja te za oba nacina - osnovni sustav sa vanjskim opterecenjem te
osnovni sustav sa jedinicnom silom. Prilikom mjerenja u zadanim sustavima javile su
se male razlike Sto se tice korekcijskih koeficijenata a i b, ali razlike su zanemarive
posto nije bilo znatnog odstupanja medu njima. Medutim, kod oslonca C javlja se veliko
odstupanje mjerenih vrijednosti od onih ocekivanih. Korekcijske jednadZbe za sve
oslonce i sve spomenute slucajeve Koriste se korekciju rezultata svih daljnjih mjerenja

kako bi se dobio Sto to¢niji krajnji rezultat.
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Tablica 5. Korekcija RA - uteg direktno na oslonac

RA (N) F(N)
0,90 0,91
1,90 1,82
2,90 2,73
3,90 3,64
4,90 4,55
5,80 5,46
6,80 6,37
7,80 7,28

Y=0,93x +0,0535

OSLONAC A - reakcija RA

8,00
7,00
6,00

y =0,9264x + 0,0535

5,00
..
4,00

Osy - F(N)

3,00
2,00
1,00 .
0,00

0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00
Os x - RA(N)

Slika 24. Graficki prikaz mjerenja na osloncu

9,00
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Tablica 6. Korekcija RB - uteg direktno na oslonac

RB (N) F (N)
0,95 1,0
1,95 2,0
2,90 3.0
3,80 4,0
4,80 5,0
5,80 6,0
6,80 7.0
7,70 8,0
8,70 9,0
9,70 10,0

Y=1,03x +0,0246

Os vy - F(N)

12,00

10,00

8,00

6,00

4,00

2,00

0,00

0,00

OSLONAC B - reakcija RB

y=1,0311x + 0,0246

2,00 4,00

."
..'.'..
.'.‘...
6,00 8,00 10,00
Os x - RB(N)

Slika 25. Graficki prikaz mjerenja na osloncu B

12,00
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Tablica 7. Korekcija RC - uteg direktno na oslonac

RC (N) F(N)
0,40 1,0
0,75 2,0
1,20 3,0
1,50 4,0
1,90 5,0
2,35 6,0
2,70 7.0
3,10 8,0
3,50 9.0
3,90 10,0

Y =2,5646 x +0,0374

OSLONAC C - reakcija RC

12,00
10,00 0
00 .
y =2,5646x + 0,0374 )

6,00 e

Osy - F(N)

4,00 .".....
2,00 Lo

0,00
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00 4,50

Os x- RC(N)

Slika 26. Graficki prikaz mjerenja na osloncu C



Tablica 8. Korekcija RA - osnovni sustayv - jedini¢ni sustav

RA(N) F(N)
0,90 0,91
1,90 1,82
2,90 2,73
3,90 3,64
4,90 4,55
5,90 5,46
6,90 6,37
7,80 7,28

Y=092x +0,0694

OSLONAC A - reakcija RA

8,00
7,00
6,00

y=0,9175x + 0,0694

5,00

4,00

Osy - F(N)

3,00
2,00
1,00 e

0,00
0,00 1,00 2,00 3,00 4,00 5,00

Os x - RA(N)

Slika 27. Graficki prikaz korekcije reakcije RA na jedini¢cnom sustavu

9,00
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Tablica 9. Korekcija reakcije RC - jedini¢ni sustav

RC (N) F(N)
0,40 1,0
0,80 2,0
1,20 3,0
1,60 4,0
2,00 5,0
2,40 6,0
2,80 7.0
3,10 8,0
3,50 9.0
3,90 10,0

Y=2,58x -0,0998

Osy - F(N)

12,00

10,00

8,00

6,00

4,00

2,00

0,00

OSLONAC C - reakcija RC

i
'.
.
y = 2,5806x - 0,0998
o
o
e
.
e
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
Os x - RC(N)

Slika 28. Graficki prikaz korekcije reakcije RC na jedini¢cnom sustavu

4,50
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Tablica 10. Korekcija reakcije RA - osnovni sustav sa vanjskim opterec¢enjem

RA(N) F(N)
0,90 0,91
1,90 1,82
2,90 2,73
3,90 3,64
4,90 4,55
5,80 5,46
6,80 6,37
7,80 7,28

Y=0,93x +0,0535

Osy - F(N)

8,00

7,00

6,00

5,00

4,00

3,00

2,00

1,00 '

0,00
0,00 1,00

OSLONAC A - reakcija RA

."
. '
y = 0,9264x + 0,0535 ,
o
.o
'.
2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 8,00 9,00
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Slika 29. Graficki prikaz korekcije reakcije RA na osnovnom sustavu sa vanjskim

opterecenjem
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Tablica 11. Korekcija reakcije RC - osnovni sustav sa vanjskim opterecenjem

RC (N) F(N)
0,40 1,0
0,80 2,0
1,10 3,0
1,50 4,0
1,90 5,0
2,30 6,0
2,70 7.0
3,10 8,0
3,50 9.0
3,90 10,0

Y=2,26x +0,0719

Osy - F(N)

OSLONAC C - reakcija RC

12,00
10,00

8,00 c
y =2,5604x + 0,0719

6,00 i
4,00 Ko
2,00 .

0,00

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

Os x - RC(N)

3,00 3,50

4,00 4,50

Slika 30. Graficki prikaz korekcije reakcije RC na osnovnom sustavu sa vanjskim

opterecenjem
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4.3. Mjerenje 2 ( s korekcijama)

Oslonci su postavljeni na zadanim razmacima. Prije samog pocetka mjerenja, pomocu
libele provjera se je li nosac (letva) u ravnini. Nakon provjere libelom, sila koja se
mjeri na osloncima (rezultat vlastite teZine i pritezanje letve na oslonce) se postavlja

na nulu te se krece sa mjerenjima.

Slika 31. Mjerenje 2 na zadanom sustavu
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Tablica 12. Rezultati mjerenja 2 - obrada rezultata
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U tablici 12. prikazani su dobiveni rezultati mjerenja i racunski rezultati. Prvi stupac
prikazuje broj utega, a u drugi stupac prikazuje nanesenu silu. Reakcije ,MJERENO RA,
RB i RC“ su vrijednosti oCitane na mjernim uredajima, ,KOREKCIJA RA, RB i RC“ su
korigirane vrijednosti mjerenih reakcija s korekcijskim jednadZbama koje smo
prethodno odredili, dok su ,RACUNATO RA, RB i RC* vrijednosti dobivene na temelju
nanoSene sile i formula iz teorijskog dijela. ,R.E.“ (eng. relative error) definira relativnu
greSku u postotcima, odnosno greSku korekcije sume reakcija u odnosu na zadanu silu
(teZinu objeSenih utega).

14,00
~
12,00 ”
A
/
P

10,00
= p
\r; s
= 8,00
o)
v
©
g
T 600 /
v s~
o A

4,00 > o

2,00

0,00

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Utezi
==@=RB-korekcija RB

Slika 32. Graficki prikaz odnosa teorijske vrijednosti RB i mjerene (korigirane) reakcije RB

Kao sto se iz grafa moze vidjeti, teorijska vrijednosti reakcije RB i mjerena (korigirana)
reakcija RB se zapravo jako dobro poklapaju. Unatoc¢ greski koja se javlja u osloncu C,
moZe se zanemariti jer parametar koji nam je bitan za jednadZbu kompatibilnosti je
oslonac B i reakcija RB.
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Slika 33. Graficki prikaz relativne greSke

Na grafu (Slika 33.) prikazana je relativna gresSka u postocima zbroja svih reakcija.
Relativna greSka u ovome slucaju je odnos vrijednosti zbroja svih reakcija koje su
mjerene i korigirane u odnosu na vrijednosti koje smo izra¢unali na temelju dobivenih
formula iz teorijskog dijela. Graf prikazuje odnos relativne greske i sile kojom se
opterecivao sustav te se moze vidjeti da su na pocetku te greske relativno velike jer se
radi o malo opterecenju sustava pri kojem mjerna oprema nije dovoljno to¢na. Ipak,
nanoSenjem veceg opterecenja greske su smanjuju i sve vise pribliZavaju nuli.
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Mjerenja na osnovnom sustavu

4.4.

P

4.4.1. OSNOVNI SUSTAV - VANJSKO OPTERECEN]JE
Tablica 13. Rezultati mjerenja i obrada rezultata za osnovni sustayv s vanjskim opterecenjem
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U tablici 13. prikazani su dobiveni rezultati mjerenja i racunski rezultati za osnovni
sustav s vanjskim opterecenjem. Prvi stupac prikazuje broj utega, a u drugi stupac
prikazuje nanesenu silu. Reakcije ,MJERENO RA, RB i RC“ su vrijednosti oCitane na
mjernim uredajima, ,KOREKCIJA RA, RB i RC“ su korigirane vrijednosti mjerenih
reakcija, dok su ,RACUNATO RA, RB i RC“ vrijednosti dobivene na temelju nanosene
sile i formula iz teorijskog dijela. ,R.E.“ definira relativnu gresku u postotcima, odnosno
greSku korekcije sume reakcija u odnosu na zadanu silu (tezinu objeSenih utega).

010 je pomak na osnovnom sustavu od vanjskog opterecenja je izmjeren pomocu
mikroure koja je postavljena na mjesto uklonjenog oslonca.

U XFy javlja se relativno velika greska. Kao S$to je vidljivo u tablici relativno velika
greska javlja se zbog reakcije RC koja ni uz korekciju nije dovoljno to¢na. Greska je
relativno zanemariva jer za potrebe provjere jednadZbe kompatibilnosti vazan je
mjereni pomak 610 koji takoder o¢itavamo na mjernom uredaju.

Slika 34. Mjerenje na osnovno sustavu s vanjskim opterec¢enjem
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4.4.2. OSNOVNI SUSTAV - JEDINICNA SILA
Tablica 14. Rezultati mjerenja i obrada rezultata za osnovni sustav s jedinicnom silom
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U tablici 14. prikazani su dobiveni rezultati mjerenja i racunski rezultati za osnovni
sustav sa vanjskim opterecenjem. Prvi stupac prikazuje broj utega, a u drugi stupac
prikazuje nanesenu silu. Reakcije ,MJERENO RA, RB i RC“ su vrijednosti oCitane na
mjernim uredajima, ,KOREKCIJA RA, RB i RC“ su korigirane vrijednosti mjerenih
reakcija, dok su ,RACUNATO RA, RB i RC“ vrijednosti dobivene na temelju nano$ene
sile i formula iz teorijskog dijela. ,R.E.“ definira relativnu gresku u postotcima, odnosno
greSku korekcije sume reakcija u odnosu na zadanu silu (teZzinu objeSenih utega).

fi1 * F je pomak na osnovnom sustavu od sile F koja djeluje na mjestu uklonjenog
oslonca izmjeren pomocu uredaja koji je stavljen na to mjesto. Fleksija f11 dobije se tako
da se mjereni pomak podijeli s vrijednoS¢u sile F (teZine utega). Ocito, za svako
mjerenje, odnosno teZinu utega F, dobit ¢e se razlicita vrijednost fleksije. Varijacija
fleksije kroz sva mjerenja prikazana je na Slici 35. gdje trend rezultata aproksimiran
linearnom funkcijom. Srednja vrijednosti fleksije za sva mjerenja je fi1 = 0,42.

U XFy javlja se relativno velika greska. Kao S$to je vidljivo u tablici relativno velika
greska javlja se zbog reakcije RC koja ni uz korekciju nije dovoljno to¢na. Greska je u
ovom slucaju zanemariva jer nas u ovom zanima fleksija f11.
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oo o0 R e —
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% 0,3000
=
<. 0,2000
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0 5 10 15 20 25

Os x - F(N)

Slika 35. Graficki prikaz dobivenih vrijednosti fleksije f11 za razlicite vrijednosti opterecenja
s linearnom aproksimacijom trenda
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Slika 36. Mjerenje na sustavu - osnovni sustav s jedini¢cnom silom
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4.4.3. ZAVRSNI REZULTATI

Tablica 15. Konacni rezultati
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U tablici 15. prikazani su svi dobiveni mjereni rezultati sustava potrebni za provjeru
jednadZbe kompatibilnosti. Za tu svrhu treba nam izmjerena vrijednost reakcije RB na
zadanom (staticki neodredenom) sustavu za razli¢ite vrijednosti opterecenja F te
pomak 101 fleksija f11 za iste te vrijednosti opterecenja F. Ovdje treba voditi racuna o
tome da sila F za koju je odredena fleksija f11 nije na istom mjestu kao i sila F pomocu
koje su dobiveni RB i 810. Iz tog razloga nije ispravno kombinirati RB, 10 i fi1 dobivene
za razliCite vrijednosti sile F. Ipak, ovdje je to napravljeno jer, kao Sto je to pokazano u
tablici, fleksija s povecanjem sile F ima trend opadanja pa se taj trend na neki nacin
Zelio ukljuciti u konac¢ne rezultate. Uz to, konacni rezultati dobiveni su koriste¢i srednju
vrijednost fleksije.

Prema teoriji kada se 8§10 pomak na osnovnom sustavu od vanjskog opterecenja 810
zbroji sa fi1 fleksija na osnovnom sustavu od jedinicne sile fi1 pomnoZenom
vrijednoScu reakcije RB, rezultat bi morao biti jednak 0. U ovome slucaju javila su se
mala odstupanja od nule.

U tablici 15. koriStene su dvije boje da bi se lakSe raspoznalo koji dijelovi su
medusobno povezani. Tamno Zuta polja se odnose na promjenjivu fleksiju fi1 dobivenu
dijeljenjem odgovarajuceg izmjerenog pomaka sa svakom mjerenom vrijednosc¢u te
konacne rezultate koji odande proizlaze, dok se svijetlo Zuta polja odnose na srednju
vrijednost fleksije f11 te odgovarajuce krajnje rezultate.

Greske u jednadZbi kompatibilnosti prikazane u tablici 15. za razlicite vrijednosti sile
F. Relativna greska dobivena je na nacin da se desna strana jednadZbe kompatibilnosti
(koja bi u teoriji trebala biti 0) podijeli s pomakom &10. U grafovima ispod prikazana je
relativna greska za slucaj promjenjive fleksije fi1 te konstante fleksije fi11, odnosno
srednje vrijednosti promjenjivih fleksija fi1.
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Slika 37. Graficki prikaz zavrsnih rezultata - greska u jednadzbi kompatibilnosti
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Slika 38. Graficki prikaz zavrsnih rezultata - relativna greska u jednadzbi kompatibilnosti
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5. ZAKLJUCAK

U prvom dijelu rada je detaljno prikazan postupak rjeSavanja staticki neodredenih
sustava metodom sila. Na promatranom sustavu pokazano je da se sustav moze rijesiti
na vise nacina, ali krajnji rezultat mora ostati nepromijenjen. Cilj postavljen u uvodnom
dijelu rada je ostvaren, pokazalo se da se zadatak moZze rijesiti teorijski, rjeSenja
potvrditi na stvarnom sustavu eksperimentalno. Dobiveni rezultati mjerenja dovoljno
dobro odgovaraju racunskim, a odstupanja koja su se dogadala mogu se pripisati
preciznosti uredaja za mjerenje. Konkretno, u ovome sluaju veci broj decimalnih
mjesta u zapisima iz mjerenih uredaja pridonio bi i boljoj to¢nosti samih
eksperimentalnih podataka. Problemi koji su se pojavili sa mjerenjem reakcija u
osloncu C rijeSeni su korekcijskim koeficijentima, iako oni nemaju utjecaj na kona¢nu

validaciju jednadZbe kompatibilnosti.
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