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SAZETAK

Manifestacija nepredvidenih situacija te razliita odstupanja od ocekivanih vrijednosti
najcesce je produkt nepotpunosti baze podataka i same esencije prirodnih procesa odnosno
fenomena. Teorija vjerojatnosti nam omogucava da predvidimo te slu¢ajnosti, odnsno daje
nam c¢vrstu podlogu za donosenje odluka istovremeno minimalizirajuéi rizike nepozeljnih
ishoda, takoder vjerojatnost nam omogucuje interpretaciju statisti¢kih interferencija. U
gradevinskoj struci spomunte polje matematike se primjenjuje u svim disciplinama. Usprkos
¢injenici da se teorija vjerojatnosti ne koristi za rjeSavanje svih problema inzenjerske struke,
predstavlja bitan faktor u procjeni rizika, analiza pouzdanosti, obrade podataka i odredivanja
isplativosti. Osvrt na primjenu je izveden kroz upotrebu normalne distribucije kod
odredivanja ¢vrstoe betona, prevdidanje maksimalnih protoka slivova u hidrologiji i
modela zatajenja konstrukcije odnosno odredivanje sigurnosnog faktora. Ostatak rada

posvecen je osnovnim modelima i aksiomima vjerojatnosti i statistike.



SADRZAJ

Lo UVOD .. 2
2. POVIEST RAZVITKA VIEROJATNOSTI I STATISTIKE.......coiiiiiiiiiiiee 3
3. UVOD U VIEROJATNOST I STATISTIKU .....oooiiiiiiiiiiieccee e 4
3.1 Slucajan eksperiment i prostor elementarnih dogadaja .........ccccecvveiviiiiiiiiiiiic e, 4
3.2 RelatiVNa TrEKVENCIA .....o.veiiieiiieiiesie e 5
3.3 AKSIOMI VJEIOJANOSTI......eutieitiieisie it 5
3.4 Medusobno disjunktni i kolektivno sveobuhvatni dogadaji ...........ccoovvvrviiiricrninnnnn 6
3.5 Elementarna svojStva VJeroJatNOST ..........c.ccueiueriereriiriisisiesieiee et 7
3.6 UVJEtNa VJBIOJAINOST ........ccveeiiiieiie ettt ettt et e sne e enes 9
3.6.1 Nezavisnost dOZaGa)a.........cocueeiiiiiieiiiiiie e 9
3.6.2 Pravilo MNOZENJA ......oivieiiiiiiieiie ittt 9
3.7 Potpuna vjerojatnost i Bayesovo Pravilo ..........cccccevveveiiieiicie i 10
3.7.1 Formula potpune VJErojatnOSti .......cccuevueieeiieiieiieie e cee e 10
3.7.2 BAYESOVO PrAVI0 ...t 11
3.8 SIUCAINE VAITJADIE ... ...eeiiiiiiiiciieei e 11
3.8.1 Diskretne slucajne Varijable ..o 11
3.8.2 Kontinuirane slucajne varijable ..........ccccooiiiiiiin e 13
3.9 Normalna (Gaussova) diStriDUCIA ........ccecveieeriiiieie e 15
3.9.1 Povrsina ispod Gaussove Krivulje.......ccooiiiiiiiiiiiiiiie 16
6. CVRSTOCA BETONA .....oovtmiiimiiiitieeisesies it 16
5. PRIMJIENA U HIDROLOGH.....coiiiiiiiiiiieeeee e 20
5.1 OPCONILO ..ttt 20
5.2 UCEStalOST 1 tTAJANJE ... veiuveeieeeriesieeeiee st nne e nnne e 21
5.3 Prora¢un maksimalnih protoka ..........ccccooiiiiiiiiiieie 22
5.3.1 OPCOINILO ...ttt 22
5.3.2 Proracun na hidroloski izu¢enim profilima............cccccovvviiiiiiiiinniiiieee 23
6. MODEL VJEROJATNOSTI ZATAJENJA KONSTRUKCUE .......ccoooiiiiiiiiiiicen 24
7. ZAKLIUCAK ..ottt 25
8. LITERATURA bbbt 26



1. UvOD

Idealizirane pretpostavke i pojednostavljenja prirodnih procesa ignoriraju odstupanja i
prihvacaju deterministicke pristupe. Medutim, takve pretpostavke Cesto nisu dovoljne u
veéini inzenjerskih analiza i problema. Do odstupanja i nesigrunosti najéesée dolazi iz dva
razloga: nepotpunosti baze podataka i svojstva slucajnosti prirodnih procesa te fenomena.
Bez obzira na slucajnost, moramo donositi odluke nastoje¢i minimalizirati rizik nepozeljnih
ishoda. Teorija vjerojatnosti nam pruza temelj pri donoSenju odluka i rjeSenja u navedenim
okolnostima, takoder primjena razliitih koncepta teorije vjerojatnosti omogucuje nam
interpretaciju statistickih interferencija. Na temelju statistickih metoda i elemenata
vjerojatnosti vucemo zaklju¢ke o budué¢im ishodima nekog elementarnog prostora
definiranog slu¢ajnim dogadajima (pokusima). Cilj ovog rada je obuhvatiti samo neke od
vaznih koncepta ovih medusobno komplementarnih matematickih disciplina i predstaviti
njihovu primjenu u polju graditeljstva. Odabrana tematika je preopsirna i prekompleksna da
bi se sazela u ovakvom radu, stoga ¢e autor nastojati predociti neke od mnogobrojnih
primjena, sukladno dosadasnjoj koli¢ini ste¢enog znanja koje ograni¢ava njegov objektivan
pristup. Rad zapocinje povijes¢u razvitka navedenih polja matematike, sljedece poglavlje
posveceno je osnovnim aksiomima i svojstvima, te su navedene neke od metoda koje ¢e se
koristiti u poglavljima gdje se objasnjava primjena istih poput distribucije vjerojatnosti pri
definiranju Cvrsto¢e betona, analize podataka hidroloSki izu€enih profila i vjerojatnosti

zatajenja konstrukcija.



2. POVIJEST RAZVITKA VIEROJATNOSTI | STATISTIKE

Nasumicnost 1 vjerojatnost su relativno novi koncepti u matematici. Uzrok tome vjerojatno
lezi u praznovjernosti nasih predaka gdje se sve prepisivalo viS§im entitetima popt boga.
Dokaz su brojni matematicari i znanstvenici koji su ubijani i proganjani zbog svojih tvrdnji.
Sredinom sedamnaestog stolje¢a Blaise Pascal i Pierre de Femant pruzaju prve zabiljezene
uvide u teoriju vjerojatnosti. Tijekom 18. stoljeca Jacob Bernoulli i Abraham De Moivre,
postavljaju matematicku podlogu vjerojatnosti, demonstriraju¢i kako izracunati razliciti
spektar kompleksnih problema. Bernoulli dokazuje verziju fundamentalnih zakona velikih
brojeva koja tvrdi da kod velikog broja ponavljanja, prosjecan ishod ¢e biti najvjerojatnije
jako blizu ocekivane vrijednosti. Veliki pridonos ostvaruje 1 Gauss u 19. stoljecu, razvivsi
teoriju pogreSaka temeljnoj na pretpostavki normalne distribucije. 1812. godine Laplace
izdaje svoju “Theorie analytique des probabilites* , konsolidiraju¢i matematicku disciplinu
s metodama poput testiranja hipoteza, definiranjem momenta generiraju¢e funkcije itd..
Vazno je spomenuti L.Boltzmann-a i J.W. Gibbs-a koji su zaduzni za otkrivanje statisticke
mehanike. Vjerojatnost i statistika postali su usko povezani zbog rada na testiranju hipoteza
R.A. Fisher-a i J. Neyman-a koji su omogucili danasnju $iroku primjenu u podru¢jima
biologije, psihologije, ekonomije i ostalih znanstvenih disciplina.

1933. godine Andrey Kolmogorov (slika 1), izdaje knjigu pod nazivom: “ Temelji teorije
vjerojatnosti“. Vodeéi se Cinjenicom da teorija vjerojatnosti kao matematicka disciplina
moze 1 mora biti izvedena iz aksioma na isti nacin kao geometrija i algebra, uspijeva

definirati fundamentalne aksiomatske sustave koristeci se teorijom mjere.

.‘. : B
Slika 1, Andrey Nikolayevich Kolmogorov

(www.enacademic.com)



3. UVOD U VJEROJATNOST | STATISTIKU

3.1 Slucajan eksperiment i prostor elementarnih dogadaja

Eksperiment je svaka realizacija definiranog skupa uvjeta. Pokuse dijelimo u dvije osnovne
skupine: deterministicke 1 slucajne pokuse. Pokuse ¢iji je ishod jednozna¢no odreden
uvjetima u kojima se pokus odvija nazivamo deterministickima uzevs$i na primjer bacanje
simetri¢nog novc¢ica. Pokus ¢iji ishod nije jednozna¢no odreden uvjetima u kojima se odvija
nazivamo slu¢ajnim [1]. Kada se slu¢ajni pokus dovede do potrebnog broja ponavljanja, tada
skup ishoda podvrgavamo odredenim zakonitostima. Teorija vjerojatnosti proucava te
zakonitosti odnosno njihove matematicke modele. Zadaca vjerojatnosti je formiranje i
proucavanje matematickog modela slucajnog pokusa. Kada prou¢avamo pojedini slu¢ajni
pokus, unaprijed se dogovaramo skup uvjeta i moguce ishode tog pokusa. Tada su ti
dogovorno ustanovljeni mogu¢i ishodi jedini objekti koji sluze strukciji matematickog
modela tog slu¢ajnog pokusa [1]. Prostor elementarnih dogadaja nekog sluc¢ajnog pokusa je
skup S sa svojstvom da svakom ishodu pokusa odgovara to¢no jedan element tog skupa S i
obrnuto. Elemente prostora elementarnih dogadaja nazivamo elementarnim dogadajima, dok
podskupove skupa S nazivamo dogadajima oznake A, B, C (dijagram 1). Dogadaj A dogodit

¢e se u danom izvodenju pokusa ako i samo ako ishod pokusa reprezentira jedan od

elemenata skupa A.

Dijagram 1: Prostor S elemntarnih dogadaja A, B, C [3]



3.2 Relativna frekvencija

Rezultat slucajnog pokusa se ne moze predvidjeti sa sigurnosc¢u, sukladno tome, ponavljanja
rezultiraju razli¢itim ishodima. Kad ponavljamo slu¢ajni pokus N puta i jednu od njegovih
realizacija A (mogudi rezultat) za taj proces vezemo niz pojmova. Frekvencija dogadaja A,
oznacava se s NA, je broj pojavljivanja realizacija A u n ponavljanja odgovarajuceg sluc¢ajnog

pokusa.

Relativna frekvencija dogadaja A je izrazena kao omjer kvocijenta frekvencije i broja

ponavljanja slu¢ajnog pokusa (N) te vrijedi izraz (1)

<1 ®

Ako slucajni pokus zadovoljava uvjet statisticke stabilnosti relativnih frekvencija, tada se

vjerojatnost a priori proizvoljnog dogadaja A definira kao realan broj P(A) (2)

ﬂ'l’l
P(4) = =

4

(@)

3..3 Aksiomi vjerojatnosti

Vjerojatnost dogadaja A u elementarnom prostoru S zadovoljava odredene uvjete odnosno

aksiome vjerojatnosti. Postoje tri aksioma.

Prvi aksiom (3): Vjerojatnost je realan broj u intervalu od 0 do 1, ukljuéujuc¢i 0i 1

0<P(4) <1
< P(4) < )

Drugi aksiom (4): Elementarnom prostoru S kao cjelini dodjeljuje se vjerojatnost 1. Zato

Sto S sadrzi sve moguce ishode i jedan se svakako mora dogoditi.

P(S)=1 (4)



Tre¢i aksiom (5): Ako su dogadaji A i B medusobno disjunktni (dijagram 2) u

elementarnom prostoru S, tada vrijedi:

P(AUB) = P(A) + P(B) ()

Izraz nam govori kako funkcije vjerojatnosti zadovoljavaju uvjet aditivnosti. Vjerojatnost

unije je suma vjerojatnosti dogadaja A 1 B kada ta dva dogadaju nemaju istih ishoda.

A:10

Dijagram 2: Disjunktni skupovi A i B u elementarnom prostoru S

3.4 Medusobno disjunktni i kolektivno sveobuhvatni dogadaji
Kada je cijeli elementarni prostor podijeljen na N razli¢itih dogadaja na takav nacin da
presjek bilo koja dva daje nul set i da unija svih tih dogadaja formira elementarni prostor

tada su dogadaji medusobno disjunktni i kolektivno sveobuhvatni (dijagram 3).

Dijagram 3: Medusobno disjunktni i kolektivno sveobuhvatni dogadaji [2]



3.5 Elementarna svojstva vjerojatnosti

Svojstvo 1: Ako su E1, Eo, .. ., En medusobno disjunktni dogadaji, onda je vjerojatnost unije
svih tih dogadaja jednaka zbroju vjerojatnosti individualnog dogadaja (6). Takoder, ako je

dogadaj E unija elemenata E1, Eo, . . ., En vrijedi svojstvo konacne adicije (6).

P(EyUE,U...UE,) = P(E) + P(Es) + ...+ P(E,) (6)

Svojstvo 2: Ako dogadaj E> pripada drugom dogadaju Ej, tada ¢e vjerojatnost P (E2) biti
manja ili jednaka P (E1). Ako vrijedi da je E> element E1, vjerojatnost razlike izmedu ta dva
dogadaja, P (E1 — E2), bit ¢e jednaka razlici P (E1) i P (E2) (7). Elementarni prostor je

vizualiziran Vennovim dijagramom ( dijagram 4)

P(E, — E») = P(E;) — P(E,) (7)

By

o

Dijagram 3:0dnos skupova Ei, E; u S [3]

Svojstvo 3: Ako je dogadaj E1 komplement drugom dogadaju E», tada se vjerojatnost E1
moze odrediti koriste¢i prvi aksiom. Ako je E1 = E>° tada vrijedi (8).

P(Ey) = 1 - P(E;) ®)

Svojstvo 4: Za svaka dva dogadaja, E1 i E> koja pripadaju elementarnom prostoru S,

vjerojatnost dogadaja P (E1) se moze odrediti sumom vjerojatnosti presjeka E1 i Ez i



vjerojatnosti presjeka skupa E1 S komplementom E2° 9).

P(Ey) = P(E; N E») + P(E; N ES) 9)

Svojstvo 5: Ako su E; i E2 elementi prostora S, onda se vjerojatnost unije E1 i E2 odreduje
oduzimanjem vjerojatnosti presjeka skupova E: i E> od sume njihovih individualnih

vjerojatnosti (10).

P{E] I EE} — P{Ej} + PEEE} - P[Ej N El’-] (10)

Ovo svojstvo, takoder vrijedi i za vise dogadaja. Dan je izraz za 3 dogadaja (11). Vizualno

prikazani (dijagram 5).

P(E] UEsU Eg) = P(E1) - P(Ez) + P(Eg,) — P(E1 M Ez} — P(Eg n Eg) - P(Ea n E1:l - P(E1 N Es Es) (11)

Dijagram 5: Vennnov dijagram svojstva 5 [3]

Svojstvo 6: Za medusobno disjunktne i kolektivno sveobuhvatne dogadaje E1, E2, ..., En U
elementarnom prostoru S, vjerojatnost nekog drugog dogadaja E je jednaka sumi

vjerojatnosti presjeka izmedu Ei E1, Eo, . . ., En (12). Vizualno prikazani (dijagram 6).

P(E)=P(ENE) + P(ENE,) +...+ P(ENE,) (12)



Dijagram 6: Vennnov dijagram svojstva 6 [3]

3.6 Uvjetna vjerojatnost
Vjerojatnost da se dogadaj B dogodi ako se zna da se neki dogadaj A dogodio zovemo
uvjetnom vjerojatnoscéu P (A|B) i1 jednaka je omjeru vjerojatnosti presjeka A i B te

vjerojatnosti dogadaja B uz uvjet da je P(B) razli¢ito od nule. Izraz (13)

P(ANB)
P(B/A) = ———— 13
(B/A) P(A) (13)
3.6.1 Nezavisnost dogadaja
Kada vrijedi izraz (14), kaze se da su dogadaji A i B nezavisni
P(B|A) = P(B) ili P(A|B)=P(A) (14)

3.6.2 Pravilo mnoZenja
Ako se u slucajnom pokusu dogadaji A 1 B mogu oboje dogoditi vjerojatnost dogadaja

definirana je kao vjerojatnost presjeka skupova A i B odnosno P (ANB) i jednaka je (15).

Ako su dogadaji A i B nezavisni i oboje se mogu dogoditi onda vrijedi (16).

P(AnN B) = P(Bn A) = P(B)P(A|B) (15)

P(AnN B) = P(A)P(B) )



3.7 Potpuna vjerojatnost i Bayesovo pravilo

3.7.1 Formula potpune vjerojatnosti
Pri izraCunu vjerojatnosti ponekad dijelimo sve moguce ishode u razliCite klase.
Pretpostavimo da elementarni prostor S moZemo rastaviti na n medusobno disjunktnih

dogadaja, pri ¢emu su dogadaji Hi, H; disjunktni za i # j i vrijedi P( H;) > 0 za svaki i.

Ovakav rastav nazivamo particijom elementarnog prostora gdje Ha,....... , Hn odnosno

hipoteze, ¢ine potpun sustav dogadaja [4] (dijagram 7).

Skup S rastavljen je na medusobno disjunktne skupe. Time je 1 dogadaj A rastavljen na

medusobno disjunktne dogadaje (17). Potpuna vjerojatnost izraZzena je formulom (18).

A= AH, U AH,\U---U AH, (17)

A \
AH ; AH,

- AHy

Dijagram 7: Particije elementarnog prostora S [4]

P(A) =" P(H;)P(A|H;) (18)
i=1

10



3.7.2 Bayesovo pravilo
Prilikom racunanja aposteriornih (naknadnih) vjerojatnosti P(H1 | A) pojedinih hipoteza

koristimo Bayesovu formulu (19).

Prije nego $to pokus po¢ne svaka hipoteza ima pripadajucu vjerojatnost realizacije P ( Hj).
Ako pretpostavimo, nakon $to se pokus dogodi da ne znamo koji se elementarni dogadaj

ostvario, ve¢ umjesto toga znamo da se ostvario dogadaj A.

U tom slucaju ne znam to¢no koja je hipoteza nastupila, ali informacija o realizaciji dogadaja

A mijenja apriorne vjerojatnosti pojedinih hipoteza.

P(H;)P(A|H;)

P(H;|A) = Sr P(H;)P(AHj)

(19)

3.8 Slucajne varijable

Slucajna varijabla je funkcija koja povezuje realan broj sa svakim elementom u
elementarnom prostoru S. Dijele se na: diskretne i kontinuirane ( neprekinute). Podjela je
uvjetovana matematickim aparatom koji se koristi za njihovo proucavanje. Uz diskretne
slu¢ajne varijable vezemo prirodne nizove, matrice i redove realnih brojeva, dok se za
kontinuirane slucajne varijable matematicki aparat proucavanja zasniva na diferencijalnom

1 integralnom racunu.

3.8.1 Diskretne slu¢ajne varijable

Diskretne slu¢ajne varijable svakom elementarnom dogadaju pridruZuju neku vrijednost iz

prebrojivog podskupa M = (X1, X2, . . .) skupa prirodnih ili cijelih brojeva.

Sve vjerojatnosti slucajne varijable X predstavljene su formulom. Ta formula je funkcija
vrijednosti xn koja se oznacava s f (x), g (x) (20). Set uredenih parova (x, f (x)) (21) zove se

distribucija vjerojatnosti diskretne slucajne varijable X za svaki x.
Y fl@)=1 (20)

11



(21)

Postoji mnogo problema u kojima Zelimo izracunati vjerojatnost takvu da je vrijednost

slucajne varijable X manja ili jednaka nekom realnom broju x.

Izrazom (22), definiramo F(x) kao kumulativnu funkciju distribucije slucajne varijable X.

Flz)=P(X <a)=) f(t), za —oo<z<oo

t=

Distribucije vjerojatnosti najcesce se prikazuju u grafickom obliku kako bi lakse prepoznali

koje vrijednosti X-a ¢e se najvjerojatnije dogoditi. To¢ke na dijagramu su uredeni parovi

(x, (X)) (dijagram 8).

f(x)

6/16
5/16

4116

3/16

2/16

116

e ___________.
NfF————————————— —— 9
wF——————————e

T
ol—-e
nl—-e

Dijagram 8: prikaz distribucije vjerojatnosti [3]

Umjesto da koristimo tocke, ¢esce koristimo pravokutnike. Pravokutnici su konstruirani tako
da su im baze, jednake Sirine, centrirane na svaku vrijednost x i visine koja odgovara

vjerojatnosti danoj f (x).

12



Takav prikaz zovemo histogramom vjerojatnosti (dijagram 9). Uzevsi u obzir da svaka baza

ima svoju Sirinu, P (X = X) je jednaka povrSini pravokutnika.

F(x)
6/16

5/16

4/16

3/16

2/16

116

Dijagram 9: Histogram vjerojatnosti [3]

3.8.2 Kontinuirane slu¢ajne varijable

Skup vrijednosti kontinuiranih sluéajnih varijabla je interval u skupu realnih brojeva gdje

mogu poprimiti svaku vrijednost unutar tog intervala.

Mogucih vrijednosti ima beskonacno, stoga vjerojatnost realizacije svake od njih bit ¢e
jednaka nuli. Nizove brojeva zamjenjujemo realnom funkcijom, a umjesto suma se Kkoristi

integralni i diferencijalni racun.

Slucajna varijabla X je kontinuirana (neprekinuta) ako postoji nenegativna funkcija takva da
vrijedi (22) :

F(z) = f Sty (22)

Kada racunamo vjerojatnost za razli¢ite intervale kontinuiranih slu¢ajnih varijabli uzevsi za

primjer P (a <X< b)) vrijedi (23):

Pla<X<b=Pla<X<b+P(X=b=Pa<X<b) (23

13



Iako se distribucija vjerojatnosti kontinuiranih varijabli ne moze prikazati tabli¢no, moze se

definirati formulom. Takva formula je funkcija f(x) vrijednosti kontinuirane sluéajne
varijable X.
Funkciju f (x) nazivamo gusto¢om razdiobe vjerojatnosti sluCajne varijable X, gdje u

tockama neprekinutosti od f vrijedi (24) :

dF(z) 24)

Funkcije gustoce razdiobe vjerojatnosti koje imaju prakti¢nu primjenu u analizi statisti¢kih
podataka najcesc¢e su kontinuirane i njihovi grafovi mogu zauzeti razliite forme
(dijagram 10).

Funkcija gusto¢e mora se nalaziti kompletno iznad x- osi jer ¢e se za prikaz vjerojatnosti

koja je uvijek pozitivna koristiti povrSina.

(a) (b) (c) (d)

Dijagram 10: Razli¢ite forme funkcije gustoce vjerojatnosti [3]

Dijagram 11 prikazuje vjerojatnost koju kontinuirana slu¢ajna varijabla X pretpostavlja za
vrijednost izmedu granica a i b, odnosno osjencano podrucje ispod funkcije gustoce izmedu

ordinata na x =aix =b . Povrsina se odreduje pomocu integralnog racuna (25).

vl

Pla< X <b)= | f(z)dz (25)
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f(x) o

a b

Dijagram 11: P (a<X<b) [3]

3.9 Normalna (Gaussova) distribucija

Najvaznija distribucija kontinuirane vjerojatnosti za polje statistike je normalna (Gaussova)
distribucija. Normalna krivulja aproksimativno opisuje mnogo fenomena s kojima se
susreéemo u prirodi, industriji i istrazivanjima. Matematicka formula za distribuciju

normalne varijable ovisi o dva parametra: srednjoj vrijednosti | i disperziji o°. Korijen
disperzije je ¢ i naziva se standardnom devijacijom. Vrijednost gusto¢e X-a ozna¢avamo s

n(x; H, 0 ) (26), gdje je e = 2.71828. . . im = 3.14159. . ..

1 B BN
n(z;p,0) = ——e W o<z <oo (26

vV 2To

Dijagram 12 prikazuje 2 normalne krivulje s istom srednjom vrijednosti ( M1 = M2), ali

razli¢itim vrijednostima standardne devijacije ( 61 < G2).

/ T\‘\.

\ o

\
\

|
/
|
|

Ly =Hs
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Dijagram 12: normalne krivulje [3]

Primje¢ujemo da im centar lezi u istoj to¢ci, medutim krivulja s ve¢om standardnom
devijacijom rasprostire se nad Sirim podru¢jem. Dakako, povrSina ispod svake krivulje
uvijek je jednaka 1, stoga set s velikom varijabilno$¢u rezultirat ¢e nizom i Siroj krivulji.
Tocka na horizontalnoj osi gdje funkcija postize svoj maksimum je tamo gdje je x = M.
Krivulja je uvijek simetri¢na po svojoj vertikalnoj osi koja prolazi to¢kom X = L.

Krivulja ima tocku infleksije je x = |l = ¢ i konkavna je prema dolje ako vrijedi (27).

p—o<X<uteo (27)

3.9.1 PovrSina ispod Gaussove krivulje

Vjerojatnost da slu¢ajna varijabla X poprimi vrijednost unutar intervala s granicama x1 1 X2

jednaka je povrsini ispod krivulje n ( X; W, 6 ) omedenoj s vertikalama iz tocki X1 1 X2 (28),

Sto je prikazano na dijagramu 13 kao osjencana povrsina.

g 1 VT 1 g 5
Plzy <« X < ;) = / n(z; p, o)de = / e =M gz (28)

!
o Iy szﬂ- o @Iy

Dijagram 13: Vjerojatnost poprimanja vrijednosti [3]

6. CVRSTOCA BETONA

Zbog krivog projektiranja gradevina od armiranog 1 prednapregnutog betona, postoji velik
broj onih koje je potrebno potpuno ili djelomi¢no sanirati. Kako bi izasli u susret s tim,
provode se kontrole kvalitete koje osiguravaju kakvocéu i preventivno Stite od buduéih
pogresaka. Uzevsi beton kao najcesce koristen materijal za izgradnju provode se unutrasnje
kontrole odnosno one koje provodi proizvoda¢ betona i vanjske kontrole odnosno kontrole
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suglasnosti s uvjetima projekta koje provodi nezavisna institucija. Zbog stohasti¢ke prirode
svojstava betona, pri definiranju ¢vrsto¢e primjenjujemo racun metoda iz polja vjerojatnosti
I statistike. Nekada se koristila deterministicka metoda uzevsi za primjer odredivanje tlatne
¢vrstoce iz srednje vrijednosti nakon 3 rezultata ispitivanja. Danas se to smatra nepouzdanim
1 neadekvatnim. Pretpostavljamo da ¢e distribucija rezultata ispitivanja tlatne cvrstoce
betona, ako se beton proizvodi prema vaze¢im standardima, slijediti normalnu krivulju

(dijagram 14).

Uzorci ispitivanja (slika 2) su u obliku valjka dimenzija 150/300 mm, normirane starosti 28

dana, ¢uvanih na temperaturi od 20 + 3 stupnjeva Celzijusovih i vlaznosti od barem 95% .

Slika 2, Ispitivanje betonskog uzroka valjka na tlak [8]

Ucestalost

fq f Cvrstoca f_
1.64G6 |
-]

|
-

Dijagram 14: Normala krivulja rezultata ispitivanja tlacne ¢vrstoce betona [7]
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Prema toj raspodjeli ucestalost rezultata definirana je parametrima standardne devijacije i
srednje Cvrsto¢e betona. Primjenom vjerojatnosti i1 statistike uvedena je karakteristicna
vrijednost dobivenih rezultata. Za karakteristicnu tlacnu ¢vrsto¢u betona govorimo da je to
granica ispod koje ocekujemo najvise p% (fraktil) svih rezultata ispitivanog betona.
Definiramo ju izrazom (29) gdje je fem srednja tlacna Cvrsto¢a betona, A koeficijent

vjerojatnosti i ¢ standardna devijacija.

f:'F.' = f;'-rr:- — Ao (29)

Zahtjeva se da je minimalno 95% rezultata ispitivanja jednako propisanoj klasi betona.

Kriteriji prihvacanja kvalitete betona razli€iti su s obzirom na pojedine zemlje. Ovdje ¢e se

razmotriti oni koji su dani Eurocodeom 2

Kriterij prihvacanja tlaéne ¢vrstoce betona definiran je izrazom (30):

X'r.: :_} fr_;k+}‘-'ﬂ- (30)

gdje je Xn srednja tla¢na ¢vrstoca betona statistiCkog uzorka s n ponavljanja. Uz pretpostavku
normalne distribucije rezultata, definirane srednje ¢vrstoce 1 standardne devijacije ovaj izraz

slijedi iz nejednadzbe (29) i prilagoden je proizvodacu betona

Kriterij (31) prihvacanja tlaéne ¢vrstoce koji osigurava da u statistickom uzorku od n
rezultata ispitivanja niti jedan nema manju vrijednost od MB — k, $to je u interesu vlasnika

gradevine je

-Xmin = fc'.ﬁ' —k (31)

gdje je: Xmin najmanja vrijednost tlacne ¢vrstoce, fck karakteristicna tlacna ¢vrstoca betona i

k unaprijed odredena vrijednost koja se bira ovisno o broju kontrolnih uzoraka (tablica 1)

18



Broj rezultata Koeficijenti
" A k
0 1.87 3
7 1.77 3
8 1.72 3
0 1.67 3
11 1.62 4
11 1.57 4
12 1.55 4
13 1.52 4
14 1.50 4
15 1.48 4

Tablica 1: zavisnost koeficijenata o broju kontrolnih uzoraka [7]

Statisticki uzorak betona (partija) u proizvodnji jest koli¢ina od 2000 m? ili koli¢ina
proizvedena u jednom mjesecu, odnosno koli¢ina betona za koju je provedeno ispitivanje s
minimalno 30 uzoraka. Takoder, partija je koli¢ina betona iste klase koja se priprema i
ugraduje pod jednakim okolnostima. Njezina veli¢ina ovisi o ukupnoj koli¢ini iste vrste

betona.

Prema Eurocodeu 2, dokazivanje klase betona po partijama provodi se po jednom od dva
kriterija:
Prvi kriterij (31) se koristi kada postoji 6 ili viSe uzastopnih rezultata ispitivanja, gdje sn

oznacava procijenjenu standardnu devijaciju za ispitani statisticki uzorak

XUEfr:k | ‘]‘""'n

(31)
Xinin = f-.‘-*: —k

Drugi kriterij (32) se primjenjuje kada su tri rezultata ispitivanja uzastopno odaberu, gdje Xs

oznacava srednju vrijednost za tri rezultata ispitivanja tlacne ¢vrstoce

XS E.ﬁ;ﬁ; 5

(32)
Xpin > fek — 1

Dokazivanje marke betona prema partijama, prema PBAB, odvija se prema dolje navedenim

kriterijem.
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Prvi kriterij (33) se upotrebljava za n < 15 rezultata ispitivanja i partije su formirane po 3

rezultata

X'J > ft'k_ntufh.‘ T kl (33)
Xmin _1' f-r.'ﬂ.',r:uhr. - R:E

gdje je ki = k2= 3 N/mm? za uhodanu proizvodnju, fecube karakteristi¢na tla¢na &vrstoéa

dobivena ispitivanjem kocki
Drugi kriterij (34) se primjenjuje za 10 < n < 30 i kad je poznata standardna devijacija za

n > 30.

X.u 1 ek cube t1.20 (34)
er'r.l "_ ff.'k,nuhr. —4

Treci kriterij (35) primjenjuje se za 15 < n < 30, a kad standardna devijacija nije poznata,
nego se Koristi procijenjena standardna devijacija sn odredena prema broju rezultata (36)

Xu - ft_‘k..r_'c:n'.rc.‘ | 1~35n (35)
X[n'm :L frl-: cube T 4']

.'III E” — Xz' 2
oo = | Z02= (30)

Zavr$nu ocjenu kvalitete betona u konstrukciji odredujemo prije tehnickog prijema i dozvole
za uporabu gradevine. Obuhvaca vizualni pregled, analizu vodene dokumentacije kvalitete

betona, te primjedbu i ocjenu kvalitete izvodenja radova.

5. PRIMJENA U HIDROLOGIJI

5.1 Opéenito
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Hidrologija je znanost koja ukljucuje studije povezane s pojavom i kretanjem vode ( u svim
agregatnim stanjima) u kombiniranom sistemu povrSine, podzemlja i atmosfere. Hidroloski
ciklus, poznatiji kao ciklus vode je osnova hidroloske znanosti. Hidrologija i klimatski
sistemi, te njihova kombinacija sastoje se od vise medusobno povezanih procesa. Ti procesi
nisu podlozni deterministickoj analizi. U veéini slucajeva, varijable koje se Kkoriste su
slucajne. Neki od primjera su: protok, godiSnje maksimalne koli¢ine padalina. StatistiCke
metode ovise o0 parametaraskim pretpostavkama skupova podataka i unaprijed definiranoj
korelaciji. Metode ukljucuju procjenu i kvantifikaciju rizika, izradu zakljucaka na temelju
dostupnih podataka, analize ucestalosti, istrazivanje medusobnih odnosa izmedu ulaznih

podataka i klimatskih varijabli.

Meteoroloske i hidroloske podloge za statisti¢ku obradu ¢ine podaci dobiveni motrenjem ili
mjerenjem. Od njih se sastavlja skup podataka ¢iji ¢lanovi niza moraju biti slu¢ajne veliCine,
medusobno neovisni, stacionarni, homogeni. Takoder, niz mora biti dovoljno dug kako bi

analiza bila $to to¢nija. Duljinu niza provjeravamo na osnovi veli¢ine pogreske koeficjenta
varijacije “Ocy" pomocu izraza (36) gdje “Cy*“ oznacava koeficjent varijacije, a “n* broj
Clanova niza. Ako je pogreSka manja ili jednaka 0.1, niz se moze smatrati dovoljno dugim
za koriStenje. Hidrotehnicki objekti dimenzioniraju se s ciljem osiguranja nizvodnog
podrucja, stoga se odredivanjem spomenutih parametara omogucuje pravilno projektiranje
koje garantira njihovu efikasnost i funkcionalnost.

¥

.'II 1+ 2¢;
Cl'ﬁ. = cl"“,'l & (36)

| 2n

5.2 Ucestalost i trajanje

Ucestalost je definirana kao broj pojavljivanja vrijednosti u odredenom intervalu
promatranja. Ucestalost najéeS¢e prikazujemo histogramom i aproksimiramo ju
kontinuiranom krivuljom ucestalosti. Suma ucestalosti neke vrijednosti predstavlja trajnost
i prikazuje se krivuljom trajanja koja nam pokazuje postotak vremena tijekom kojeg je
veli¢ina, npr. protok jednak danim koli¢inama ili veéi od njih. Dijagram 15 prikazuje
histogram ucestalosti koli¢ine oborina u sijeénju mjesecu za interval od 30 godina,

klasificiran u razrede prikazane u tablici 2.
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Razred Ucestalost

1 2 3 4 5 6 7 8 9
[0,30> 18 2 25
[30,60> 51 51 31 41 56 43 51 43 50
[60,90> 75 83 61 70
[90,120> | 101 115 97 103 93 91 111 102
[120,150> | 137 143
[150,180> | 150
[180,210> | 183 189
[210, 214

Tablica 2: Koli¢ine oborina klasificiran u razrede

UCESTALOST

=
o

Broj pojavljivanja

s
3 o
;’/{ o

s s ’ p
ﬁ o o ] b

[0,30> [30,60> [60,90> [90,120>[120,150%150,1804180,210> <210,
Razred

9
8
7
6
5
4
3
2
1
0

SR

Dijagram 15: Histogram ucestalosti oborina

5.3 Proracun maksimalnih protoka

5.3.1 Op¢enito

Pojam maksimalnih protoka podrazumijeva jedno od karakteristi¢nih stanja vodnog reZima
koje je posljedica naglog dizanja razina vode, odnosno javljanje tzv. poplavnih vodnih

valova na vodotocima.

Prema UNESCO-u i WMO-u Medunarodnome rjeéniku hidroloskih pojmova (1992.),
velika voda je ekstremna pojava koja je definirana vodostajem, sekundarnim protokom ili
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volumenom u odredenom vremenskom intervalu opazanja ili je utvrdena kao vjerojatnost

pojavljivanja u odredenim vremenskim intervalima.

Metode za proracun mjerodavne velike vode s obzirom na raspolozivost podataka mogu se
podijeliti na: metode proracuna velike vode na hidroloski izu¢enim profilima, hidroloski

nedovoljno neizu¢enim profilima i hidroloski neizu¢enim profilima

5.3.2 Proracun na hidroloski izu¢enim profilima

Analize podataka potrebnih za gore navedeni proraun temelje se na prakti¢noj primjeni
statistike 1 teorije vjerojatnosti. Pojam hidroloski izuCen profil podrazumijeva profil
vodotoka za kojeg postoje dovoljno duge serija pouzdanih mjerenja vodostaja i protoka [9].
Potrebno je ispitati statisticku strukturu serija tako da idetificiramo razdoblja pojavljivanja

vecih 1 manjih velikih voda.
Reprezentativna serija usvaja ono razdoblje koje obuhvaca dva ili viSe puna ciklusa.

Ako je serija formirana tako da se koristio samo jedan ulazni parametar u godini (npr. max.
god. protok), povratni period izrazava se u godinama. Povratni period je prosjecni interval

unutar kojeg se s P (X), ocjenjuje da ¢e varijabla X biti jednom veéa od x.

Pri odredivanju teorijskih vrijednosti max. god. protoka oznake Qm s odredenom
vjerojatno$¢éu pojavljivanja u praksi se vrSi pomocu razli¢itih prilagodenih distribucija
vjerojatnosti poput : Gumbelove, normalne, Log-normalne, Pearsonove. Dijagram 16

prikazuje vrijednosti Qm (ordinata) i njihovu vjerojatnost pojavljivanja (apscisa).
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Dijagram 13: Prikaz razli¢itih prilagodenih funkcija raspodjele [9]

6. MODEL VIJEROJATNOSTI ZATAJENJA KONSTRUKCIJE

Osnova dimenzioniranja konstrukcije je zasnovana na usporedbi sposobnosti konstrukcije
(varijabla R) da prihvati na sebe opterecenja odnosno sile (varijabla S). Zatajenje se dogada
kad je naprezanja prekorace dopustene vrijednosti koje su uvjetovane otpornosti konstrukcije

kao cjeline.

Opterecenja i sposobnost konstrukcije da im se odupre su Cesto varijabilne, stoga S i R ne
podlijezu deterministiCkom pristupu. Odluke moraju biti bazirane na maksimalnim

vjerojatnostima zatajenja.

Vjerojatnost zatajenja (37) oznacena s Py, opisuje slucaj kada varijabla R poprima manju
vrijednost od varijable S. Dakako, P+ mora biti manja od Ptwta 0dnosno ciljanoj vjerojatnosti
zatajenja.

Py =p(R— 5 < 0) £ Pta (37)

Koristimo funkciju grani¢nog stanja Z (38), kako bi definirali varijable R i S kao
distribucijske parametre s pripadaju¢im srednjim vrijednostima M i Standardnom

devijacijom o.
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Z=R-S§ (28)

Negativne vrijednosti Z definiraju pouzdanost konstrukcije.

Ako pretpostavimo da su varijable S i R normalno distribuirane, Z je takoder normalno

distribuiran. Negativne vrijednosti definiraju vjerojatnost zatajenja Ps.

Indeks pouzdanosti  opisuje udaljenost srednje vrijednosti varijable Z od apscise u relaciji

s pripadaju¢om standardnom devijacijom.

Koncept sigurnosti dan je izrazom (39) i dijagramom 14, gdje fs oznacava gusto¢u funkcije
vjerojatnosti varijable S, Fr kumulativnu frekvenciju varijable R, ®() normalnu distribuciju,

Mi 1 oi pripadajucu srednju vrijednost i standardnu devijaciju

Dy = / st = a(—LEED) — ot —a(-p)

v o+ 0% 7z
Og oR R
S
1
0 r.s
% | Us poz UR
r—
Pt K
0 Poz Hz ‘
b d L

Dijagram 14: Normalne distribucije varijabli S, R, Z [10]

7. ZAKLJUCAK
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Siroka implementacija teorije vjerojatnosti i statistike u gotovo svim poljima znanosti i
svakodnevnog Zivota, dokazuje nam njezinu vaznost. Prijmjena metoda ovog polja
matematike gotovo je neizostavana u svim podrucjima gdje postoji rizik i gdje se
nepredvidene situacije dogadaju na oc¢ekivanoj bazi. Nakon provedbe izracuna
vjerojatnosti i analize ulaznih podataka razli¢itim statistickim metodoma dobivamo ¢vrstu i
relevantnu bazu za dono$enje odluka, te predvidanju ishoda i rezultata. Dakako, bitno je
napomenuti da metode iz spomenutog podrucja nisu uvijek prikladne za rijeSavanje
problema s kojima se inzenjeri susre¢u. Usprkos toj ¢injenici, vjerojatnost i statistika je
bitan faktor u graditeljskoj stuci. Kotistimo je za procjenu rizika, analize pouzdanosti,
obrade podataka i odredivanje isplativosti. Cesto koristimo alate poput histograma,
odredivanja srednje vrijednosti, varijance, standardne devijacije, razlicite funkcije
distribucije vjerojatnosti u svim disciplinama od podrucja geotehnike do planiranja i
menadmenta izgradnje. Ovaj rad predstavlja neke od primjena i pokusSava predociti

osnovne postulate obradene grane matematike.
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