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Centri¢no i ekscentricno izvijanje ravnih grednih nosaca

Sazetak

Konstruktivni elementi izlozeni djelovanju tlacne sile podlozni su izvijanju. Do izvijanja
dolazi pri djelovanju kriti¢ne sile. U ovom radu ¢e se analitickim putem ocijeniti veli¢ina
kriticne sile za slucajeve centricnog i ekscentricnog osnog opterecenja u elasticnim
gredama sa razli¢itim uvjetima oslanjanja. Rezultate dobivene analitickim putem usporediti

¢e se S mjerenjima na opremi za analizu izvijanja.

Centric and eccentric bending of straight beams

Abstract

Structural elements exposed to compressive force are subject to buckling. Bucklingoccurs
when critical force acts. In this paper, the magnitude of the critical force for cases of
centric and eccentric axial loading in elastic beams with different support conditions will
be evaluated analytically. The results obtained analytically will be compared with the

measurements made on the buckling-analysis equipment.
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1. UVOD

Iz samog naziva ovog rada ,,Centricno i ekscentri¢no izvijanje ravnih grednih nosaca“
moze se zakljuciti da ¢e se u radu baviti dijelom podru¢ja mehanike deformabilnog tijela i
to izvijanjem, odnosno gubitkom stabilnosti Stapa ili kojega drugog vitkog elementa
konstrukcije osno optere¢enoga prekomjerno velikom tlaénom silom.
Za dimenzioniranje elemenata konstrukcije radi se:
- proracun CcCvrstoée — odredivanje najmanjih dimenzija pojedinih dijelova
konstrukcije pod djelovanjem zadanog opterecenja,
- proracun krutosti — odredivanje deformacija konstrukcija pod djelovanjem zadanog
optere¢enja, koje moraju ostati u dopusStenim granicama odredenima uvjetima
uporabe same konstrukcije.

- proracun stabilnosti — odredivanje opterecenja pod kojim konstrukcija i njezini
elementi zadrzavaju prvobitni elasti¢ni oblik.

U ovom radu analitickim putem ocijenit ¢e se veliCina kriti¢ne sile za sluc¢aj centri¢nog i
ekscentri¢énog osnog optereéenja u elasticnom podrucju s razli¢itim uvjetima oslanjanja.
Isto tako analizirat ¢e se i veli€ina kriti¢ne sile u plasticnom podruc¢ju. Analiticke rezultate
¢e se usporediti s mjerenjima na opremi za analizu izvijanja za slucaj centri¢nog

opterecenja u elasticnom podrucju .

Greda je izduzena vodoravna ili kosa nosiva gradevna konstrukcija za prenoSenje
vertikalnih optere¢enja na lezaje. Lezaji mogu biti klizni, zglobni ili upeti. Prema broju
lezaja razlikuju se greda s jednim lezajem (konzolna), s dva lezaja (prosto oslonjena, s
prepustima), s viSe lezaja (kontinuirana). Opterecena je na savijanje, a prema vrsti moze
biti staticki odredena ili staticki neodredena. Izraduje se od drveta, Celika, armiranoga
betona, rjede od kamena razliita poprecnog presjeka. Moze se izvoditi 1 kao kosa

konstrukcija, na elasti¢noj podlozi, ojacana plo¢om, kao dio mosta, dio zgrade i drugo.

O sigurnosti gradevinskih konstrukcija ovise ljudski Zivoti 1 materijalna dobra, te je vrlo

znacajno pravilno izabrati dimenzije 1 metode proracuna.

Izvijanje, kojim ¢emo se baviti u ovom radu, zbog promjene geometrije i preraspodjele sila
moze dovesti do gubitka stabilnosti i1 havarije cijele konstrukcije. Zbog toga se u
proracunima konstrukcija posebno promatraju tlano najoptereceniji elementi kao moguci

uzroci trajnih velikih deformacija, odnosno gubitka stabilnosti.



2 VRSTE RAVNOTEZE I KRITICNO OPTERECENJE

Ravnoteza je stanje odnosno odnos u kojem su sve sile koje djeluju na nesto (neki predmet
ili sustav) medusobno neutralizirane, u potpunosti ili u mjeri takvoj da se promatrani objekt
ne pomice unutar referentnog sustava. U mehanici materijalna je tocka u ravnotezi ako je
vektorski zbroj sila koje djeluju na tu to¢ku jednak nuli. Kruto je tijelo u ravnotezi ako je
vektorski zbroj svih sila koje na nj djeluju jednak nuli i ako je algebarski zbroj svih
momenata sila, s obzirom na svaku od tri bilo koje medusobno okomite osi, jednak nuli.
Obic¢no razlikujemo tri vrste ravnoteze ovisno o tome je li potencijalna energija

promatranog sustava minimalna, maksimalna ili pak konstantnoga iznosa:

stabilna ravnoteza - potencijalna energija promatranog sustava minimalna

labilna ravnoteza - potencijalna energija promatranog sustava je maksimalna

indiferentna.

Kada se sustav izvede iz stabilne ravnoteze, on ponovno sam od sebe prelazi u prijaSnje
stanje; ako se pomakne iz stanja labilne ravnoteZze, prije¢i ¢e u stanje stabilne ravnoteze,
dok ¢e u slucaju indiferentne ravnoteZe ostati u onome stanju u koje se dovede. (Ravnoteza
(mehanika) https://hr.wikipedia.org/wiki/Ravnote%C5%BEa_(mehanika), pristup
26.08.2019.)

Iz mehanike krutog tijela poznato je da ravnoteza tijela moze biti stabilna, labilna 1

indiferentna.

Slika 1. Vrste ravnoteze, (Simi¢, 1995.)

Kugla na konkavnoj podlozi (slikal.a) nalazi se u stabilnoj ravnotezi. Ako se pomakne iz
tog poloZaja ona Ce se vratiti u prvobitni ravnotezni polozaj. Pri bilo kakvom pomaku
kugle iz ravnoteZznog poloZaja njezina energija raste. Iz tog proizlazi da stabilnom poloZaju

kugle na konkavnoj podlozi odgovara minimum potencijalne energije.


https://hr.wikipedia.org/wiki/Ravnote%C5%BEa_(mehanika)

Kugla na konveksnoj podlozi (slika 1.b) nalazi se u labilnoj (nestabilnoj) ravnotezi. Ako se
pomakne iz tog polozaja ona se ne¢e moci sama vratiti u prvobitni ravnotezni polozaj ve¢
¢e se od njega udaljavati. Svako udaljavanje kugle od prvobitnog polozaja popraceno je
smanjenjem potencijalne energije. Iz tog proizlazi da labilnoj ravnotezi kugle na

konveksnoj podlozi odgovara maksimum potencijalne energije.

Kugla na horizontalnoj podlozi (slika 1.c) nalazi se u indiferentnoj ravnotezi. Ako se
pomakne iz tog polozaja ona se nece vratiti u prvobitni ravnotezni polozaj ve¢ ¢e ostati u
ravnotezi u nekom novom poloZzaju. Pri tom potencijalna energija kugle ostaje
nepromijenjena.

Iz prethgdnog proizlazi da stabilnost kugle ovisi samo o obliku povrsine, a ne ovisi o tezini
kugle. (Simi¢, 1995.)

U mehanici je stabilnost polozaja krutoga tijela vezana uz ravnotezu tijela. Vitki elasti¢ni
elementi konstrukcija (Stapovi), uzduzno optereceni tlatnom silom, zadrzavaju stabilnost
sve dok sila ne prijede kriticnu vrijednost (Eulerova kriti¢na sila) i izazove izvijanje
elementa, §to zbog promjene geometrije i preraspodjele sila moze dovesti do gubitka
stabilnosti 1 havarije cijele konstrukcije. Zbog toga se u proracunima gradevnih i
strojarskih konstrukcija (reSetkasti nosaci, dizalice, Stapni mehanizmi 1 drugo) posebno
promatraju tlatno najoptereceniji elementi kao moguci izvori trajnih velikih deformacija,
odnosno gubitka stabilnosti. Proracuni stabilnosti mehanickih konstrukcija, posebno
gradevnih, zahtijevaju rjeSavanje sloZenih diferencijalnih jednadzbi, naj¢es¢e primjenom
elektronickih racunala. (Staticka stabilnost, https://hr.wikipedia.org/wiki/Stabilnost, pristup
26.08.2019.)

Ako se razmatra ravnotezu ravnog apsolutno krutog Stapa koji je na donjem kraju zglobno
oslonjen, a na gornjem pridrZan elasticnom oprugom i aksijalno optereCen malom silom,
primijetit ¢e se da je Stap u labilnoj ravnotezi obzirom da se Stap pod djelovanjem sile
opruge vraca u prvobitni polozaj. Nakon prestanka djelovanja bocne sile koja je
uzrokovala mali bo¢ni pomak Stap ¢e zadrzati novi poloZaj, poloZaj indiferentne ravnoteze.
Da Stap nije pridrzan oprugom vertikalni poloZaj mu je labilan jer i najmanji bo¢ni pomak
uzrokuje rotaciju Stapa na zglobnom osloncu. Promatrajuéi potencijalnu energiju sistema
moze se istraziti stabilnost sistema. Ako je potencijalna energija elasti¢ne opruge veca od
rada sile na odgovarajuem pomaku, sistem je stabilan. Ako je potencijalna energija
elasticne opruge manja od rada sile na odgovaraju¢em pomaku, sistem je labilan. Stanje

ravnoteZe je indiferentno ako je potencijalna energija elasticne opruge jednaka radu sile.


https://hr.wikipedia.org/wiki/Stabilnost

Kriti¢no opterecenje (silu) mozemo odrediti statickom ili energijskom metodom.

Slican problem stabilnosti ravnoteze postoji kod elasti¢nog odnosno deformabilnog tijela.
Pod optere¢enjem elasticno se tijelo deformira dok se ne uspostavi ravnoteza izmedu
vanjskih i unutarnjih sila. Ravnotezni deformirani oblik moze biti stabilan, labilan i

indiferentan, ovisno o veli¢ini optere¢enja koje djeluje na tijelo.

Ravni $tap aksijalno opterecen na tlak ¢e se skratiti, ali ¢e zadrzati ravan oblik. Ukoliko je
vrijednost sile manja od neke kriticne vrijednosti ravan je oblik vrijednosti ravnoteze
stabilan. Ukoliko je sila veca od kriticne vrijednosti nakon prestanka djelovanja Stap se
vraca u prvobitni ravni oblik koji predstavlja njegov stabilni oblik ravnoteze. Medutim pri
kriticnoj vrijednosti sile Stap se nakon prestanka djelovanja boc¢ne sile ne vrac¢a u prvobitan
ravan oblik, ve¢ zadrzava novi oblik izazvan kratkotrajnim djelovanjem malog bocnog
optere¢enja. U tom slucaju govorimo o indiferentnoj elasti¢noj ravnotezi, odnosno o

kriticnom stanju Stapa.

Kada sila F prijede kriticnu vrijednost (F > Fir) ravan oblik ravnoteze Stapa postaje labilan.
Vrlo malo bo¢no optereéenje uzrokuje velike progibe koji nakon prestanka djelovanja
bo¢nog optereCenja ne nestaju ve¢ pod aksijalnim optereCenjem i dalje rastu. Zbog
povecanja momenta savijanja od aksijalnog opterecenja moze nastati lom Stapa. Gubitak
stabilnosti ravnog Stapa optere¢ena centricnom tlatnom silom naziva se izvijanje, a

granicna vrijednost centri¢ne tlacne sile naziva se kriti¢na sila.

Da ne dode do izvijanja Stapa opterecenog centricnom tlacnom silom mora biti ispunjen

uvjet stabilnosti:

F < Faop 1)
gdje je:
F )
E; dop = %

i

ki — koeficijent sigurnosti protiv izvijanja. (Simi¢, 1995.)



3. 1ZVIJANJE STAPA U ELASTICNOM PODRUCJU

Izvijanje je gubitak stabilnosti Stapa ili kojega drugog vitkog elementa konstrukcije osno
opterecenoga prekomjerno velikom tlaénom silom. Tako se na primjer Stap, postavljen
okomito na tlo i odozgo pritisnut tlacnom silom, izvije (izboci) u trenutku kada se sila
poveca preko odredene granice (Eulerova kriti¢na sila). ReSetkaste konstrukcije koje su
sastavljene od Stapova (stupovi dalekovoda, celicni mostovi, dizalice) obi¢no gube
stabilnost zbog izvijanja jednog ili viSe Stapova, pa se u proraCunima takvih konstrukcija
posebna pozornost posvecuje tlatno najopterecenijim Stapovima. Intenzitet kriti¢ne sile pri
kojem nastaje izvijanje ovisi o vitkosti Stapa, to jest nacinu ucvrséenja njegovih krajeva i
njegovim geometrijskim svojstvima, te o mehanickim svojstvima materijala od kojega je
Stap nacinjen. Kod konstrukcija s plocama, stijenama i ljuskastim elementima izvijanje je

slozenije. Kriticnom silom bavio se Svicarski matematicar, fiziar i astronom Leonhard

Euler, po kojem je ta sila i nazvana. (lzvijanje, https://hr.wikipedia.org/wiki/lzvijanje,
pristup 26.08.2019.)

Elasti¢nost je svojstvo ¢vrstih tijela (materijala) da pod utjecajem vanjske sile mijenjaju
svoj oblik ili volumen i da se, nakon prestanka njezina djelovanja, vracaju u prvotan oblik.

Povezanost naprezanja i deformaciju tijela opisuje Hookeov zakon.

Hookeov zakon je zakonitost koja opisuje ovisnost promjene oblika ¢vrstoga tijela u obliku
Stapa o djelovanju vanjske sile, §to ju je utvrdio Robert Hooke. Optere¢enjem izazvano
naprezanje ¢ razmjerno je deformaciji €. Faktor razmjernosti E je modul elasti¢nosti i
karakteristi€an je za pojedini materijal. Do odredene granice naprezanja Hookeov zakon
moze se primijeniti na vecinu konstrukcijskih materijala. Za sloZenija opterecenja tijela
razli¢itih oblika rabi se Hookeov zakon u poopéenom obliku, koji se izrazava s vise
skalarnih linearnih jednadzbi. (Elasti¢nost,

https://hr.wikipedia.org/wiki/Elasti%C4%8Dnost, pristup 26.08.2019.)

Kada na idealno ravan Stap izraden od homogenog materijala nanesemo idealno centri¢no
optereéenje (F) Stap ¢e se skratiti ali ¢e ostati ravan . Stap je tada u polozaju stabilne
ravnoteze, Sto znai ako na njega djeluje bocna sila i izazove bo¢ne pomake, nakon
uklanjanja bo¢ne sile i pomaci nestaju. Medutim ako tla¢na sila raste i dostigne kriti¢nu
vrijednost, ravni deformirani oblik Stapa prestaje biti stabilan. Rastom boc¢ne sile rastu i

progibi koji ostaju nakon prestanka djelovanja bo¢ne sile §to znaci da se Stap nece vratiti u


https://hr.wikipedia.org/wiki/Izvijanje
https://hr.wikipedia.org/wiki/Elasti%C4%8Dnost

pocetni oblik. Prijelaz Stapa u saviti ravnotezni oblik nazivamo izvijanje, a tlacnu silu pri

kojoj se to dogodi, kriti¢na sila izvijanja.

U stvarnosti, prije dostizanju kriti¢ne sile konstruktivni elementi otkazuju neelasti¢nim

izvijanjem zbog raznih nesavrSenosti u izvedbi samih elemenata.

3

Slika 2. Ekscentri¢ni unos sile, (Androi¢ i dr., 1994.)

v

Slika 3. Lokalna pocetna deformacija, (Androi¢ i dr., 1994.)



Slika 4. Pocetni deformirani polozaj, (Androi¢ i dr., 1994.)

Osim toga, potrebno je uzeti u obzir nesavrSenosti strukture promatranog elementa, a to

Su:
-vlastiti naponi (uzrokovani valjanjem ili zavarivanjem profila),
-promjena granice popustanja po poprecnom presjeku.

Kako bi se sa sigurno$¢u moglo reéi da ne¢e do¢i do izvijanja ravnog Stapa, kriticnu silu

pri kojoj dolazi do izvijanja dijeli se s koeficijentom sigurnosti za izvijanje (k;).

Proracun stabilnosti ravnih Stapova opterecenih tlacnom silom svodi se na odredivanje
kriti¢ne sile, koja ovsi o obliku i1 dimenziji Stapa te vrsti materijala od kojega je izraden. Za
odredivanje kriti¢ne sile koristi se teorijom drugog reda, jednadZbe ravnoteze postavljaju

se na deformiranome $tapu, a u izrazu za deformaciju zadrzavaju se samo linearni ¢lanovi.

3.1. Eulerova Kkriti¢na sila

Pod djelovanjem sila stup (ili bilo koje ¢vrsto tijelo) se deformira i poprima novi
ravnotezni oblik. Ako su naprezanja u stupu pretezno tla¢na, ravnotezni deformirani oblik
stupa moze biti nestabilan, §to znaci da vrlo mali poremecaj optereenja moze uzrokovati
potpunu promjenu ravnoteznog oblika, koja Cesto uzrokuje lom materijala. Najmanja sila
pri kojoj se pojavljuje izvijanje jest sila izvijanja F. Godine 1757. Leonhard Euler je izveo
jednakost za silu izvijanja koja se 1 naziva Eulerova kriti¢na sila.

B T2E]
~ (KL)?



©)
gdje je:

F - sila izvijanja (na primjer okomita sila na stup),

E - Youngov modul elasti¢nosti,

| - moment tromosti stupa,

L - duljina stupa,

K - nacin uc¢vrséenja stupa, koje moze biti:

ako su oba kraja zglobna (mogu se okretati), K = 1,0;

ako su oba kraja kruto u¢vrséena, K = 0,50;

ako je jedan kraj kruto a drugi zglobno uc¢vrséen, K = 0,699....;

ako je jedan kraj kruto u¢vrséen i drugi se moze slobodno kretati bo¢no, K = 2,0.

KL - se naziva i slobodna duljina izvijanja. Elasti¢nost,
https://hr.wikipedia.org/wiki/Elasti%C4%8Dnost, pristup 26.08.2019.)

Stabilnost Stapova aksijalno opterec¢enih tlakom prvi je prou¢avao Leonhard Euler 1774.
godine. Izveo je izraz za kriti¢nu silu 1 pokazao da kriti¢na sila ovisi o na¢inu ucvrséenja
krajeva Stapa. Ideja Eulerove metode zasniva se na odredivanju sile pri kojoj Stap

podjednako moze biti ravan ili izvijen.

Razlikujemo cetiri slucaja ucvrscenja krajeva Stapova:
-Stap zglobno u¢vrséen na oba kraja

-Stap na jednom kraju upet a na drugom slobodan

-Stap na jednom kraju upet a na drugom zglobno oslonjen

-Stap upet na oba kraja


https://hr.wikipedia.org/wiki/Elasti%C4%8Dnost

|

RINNED

Slika 5. Sluc¢ajevi pridrzavanja: 1) zglobno uc¢vrsc¢en na oba kraja, 2) obostrano upet, 3) na
jednoj strani upet, a na drugoj zglobno oslonjen, 4) konzola (lzvijanje,
https://hr.wikipedia.org/wiki/lzvijanje, pristup 26.08.2019.)


https://hr.wikipedia.org/wiki/Izvijanje

3.1.1. Stap zglobno uévriéen na oba kraja

>

,n,.%.l_..i- A
F

Slika 6. Izvijanje $tapa zglobno uévriéenog u oba kraja, (Simi¢, 1995.)

FoFy ,

Stap zglobno pri¢vri¢enu na oba kraja optereéen centri¢nom tladnom silom ostaje ravan,
dok je centri¢na tlacna sila manja od kriticne . Kada sila dosegne kriticnu vrijednost Fy,.uz
ravan oblik moguce je da Stap poprimi krivocrtan oblik. U nekom presjeku tako izvijenog

Stapa pojavljuje se moment savijanja.

M=F-w 4)

Ako se pretpostave mali progibi priblizna linearna diferencijalna jednadzba glasi:

d’w  F-w (5)

dx2 Elmin

U jednadzbi se nalazi minimalni moment tromosti popre¢nog presjeka Stapa (I,,in), jer je

ocito da ¢e se izvijanje dogoditi u ravnini najmanje fleksijske krutosti Stapa.
Ako uvedemo oznaku a? slijedi:

F d*w
a® = - x+aw=0
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Opce rjesenje ove homogene diferencijalne jednadzbe 2. reda s konstantnim koeficijentima

glasi:

w = Asinax + B cos ax (6)

Konstante integracije A i B takoder su homogene te se odreduju iz rubnih uvjeta i glase:
D w(0) =0
2)ywl) =0

Iz prvog uvjeta dobivamo da je B=0, te homogena diferencijalna jednadzba prima oblik:

w = Asinax (7)

Iz drugog uvjeta dobivamo:

Asinal =0 (8)

Moguca su dva slucaja: A = 0 ili sinal = 0. Za prvi slucaj dobit ¢emo rjeSenje w(x) = 0
Sto pokazuje da je ravni oblik Stapa moguci ravnotezni oblik Stapa. Za izvijeni oblik Stapa

A #+ 0 paje sinal = 0. 1z ovoga dobivamo uvjet za kriti¢no stanje Stapa:
al=nrilia = %, n=123..

Jednadzba elasticne linije glasi:

nm
w=Asin—x ©)

Na temelju izraza a? = I izraza sin al = 0 dobit ¢emo vrijednost sile pri kojoj dolazi

min

do izvijanja Stapa:

F = M Elnin (10)
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Jednadiba
n | elastiéne Oblik elastiéne linije F
linije
1 | w=4sin Ef— 1 Eli
!
e d ol % 4ﬂ?Elrmin
2 | w=4sin 7 —7
, = 4 gin 5™ E i
P 3 | w=Asin ] —

Slika 7. Vrijednosti kriti¢ne sile i odgovarajuci oblici elasti¢ne linije Stapazan = 1,21 3,
(Simi¢, 1995.)
U ovoj tablici navedene su vrijednosti kritine sile 1 prikazani odgovaraju¢i oblici elasti¢ne

linije Stapa zan = 1, 2 i 3. 1z ovoga proizlazi da n oznacava broj poluvalova sinusoide koji

Su rasprostranjeni na duZini izvijenog Stapa.

Najmanja moguca vrijednost kriticne sile kod koje moze do¢i do izvijanja Stapa vrlo je

znacajna u praksi, a najmanja je za n = 1 i iznosi:

2 .
Fep = s )

Ovo je Eulerova kriti¢na sila za Stap zglobno oslonjen na oba kraja.

Jednadzba elasti¢ne linije w = A sinnl—nx daje samo oblik elasti¢ne linije izvijena Stapa, ali
ne daje veli¢inu progiba. Razlog je u tome $to je promatrano samo za male progibe (teorija

drugog reda). Da bi dobili veli¢inu progiba mora se za zakrivljenost uzeti tocan izraz i

rijesiti nelinearnu diferencijalnu jednadzbu (teorija treceg reda).

RjeSenje problema izvijanja svodi se na integriranje homogene diferencijalne jednadzbe
¢ije rjeSenje ovisi 0 nekom parametru pri homogenim rubnim uvjetima (problem vlastitih
vrijednosti). Svakoj vlastitoj vrijednosti parametra odgovara odredeno rjeSenje
diferencijalne jednadzbe (vlastita funkcija). Problem izvijanja ima beskonacno mnogo
vlastitih vrijednosti, ali za prakticne potrebe zanima nas najmanja vlastita vrijednost.

(Simi¢, 1995.)
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3.1.2. Stap na jednom kraju upet, a na drugom slobodan

!

F
8 !
A A z

b — - o
F My
F
a) b}

Slika 8. Izvijanje §tapa na jednom kraju upetog, a na drugom slobodan, (Simi¢, 1995.)

Ukoliko postoji progib gornjeg kraja Stapa, tada se u nekom presjeku izvijenog Stapa

pojavljuje moment savijanja.

M = —-P(f—w) (12)

Diferencijalna jednadzba elasticne linije glasi:

d? 13
—de: + a’w = a?f (13)
gdje je:

F
a? =
EImin

Ovo je nehomogena diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim koeficijentima.

Opce rjesenje jednadzbe je:

w = Asinax + Bcosax + f (14)
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Jednadzba nije homogena.

Za $tap sa slike 8.b) rubni uvjeti glase: w(0) = 0i w’(0) = 0, a za slobodan kraj vrijedi

w(l) = f.
Iz rubnih uvjeta dobivamo B = —f, A = 0, tako da je:

w = f(1 — cos ax) (15)

Iz uvjeta za slobodni kraj slijedi:

cosal = 0. (16)
Uvjet za kriti¢no stanje Stapa dobivamo iz prethodnog:
s
al = (2n — 1)5, n=123,..

Najmanja vrijednost kriticne sile biti ¢e zan = 1,tj. zaal = g

7'[2 EImin (17)

FkT = 412

(Simi¢, 1995.)
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3.1.3. Stap na jednom kraju upet, a na drugom slobodno oslonjen

a)

Slika 9. Izvijanje $tapa na jednom kraju upetog, a na drugome slobodno oslonjen, (Simi¢,
1995.)

Kada sila F dostigne kritiénu vrijednost, osim ravnog oblika podjednako je mogu¢ i1
izvijeni oblik $tapa. Pri izvijanju Stapa pojavljuju se lezajne reakcije Ra — Rg i reaktivni

moment Ma.
Moment savijanja u nekom presjeku Stapa je:

M = Fw — Rz(l — x), (18)

a diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije glasi:

d?w Fw =R—B(l—x). (19)

dx?  Elmin  Elmin

Ako uvedemo oznaku:

dobit ¢emo:

15



d*w
dx?

+ a’w = I;—Baz(l - x). (20)

Opce rjesenje nehomogene jednadzbe glasi:

w = Asin ax + Bcosax + %(l—x). (21)

Uz konstante integracije A i B, nepoznata je i reakcija Ra..
Uz rubne uvjete w(0) =0, w'(0) = 0, w(l) = 0, deriviranjem dobivamo:

dw R
—=aAcosax —aB sinax — —B. (22)
dx F

Uvrstavanjem rubnih vrijednosti dobit ¢emo vrijednosti za integracijske konstante A i B.
Ako iste uvrstimo u opce rjeSenje nehomogene jednadzbe dobit ¢emo jednadzbu elasti¢ne
linije.

Ry 11
w ZFB Esinax— lcosax + (I —x) @

Iz rubnog uvjeta w(l)=0 i budu¢i da je % # 0, dobit ¢emo:

tg al = al. (24)

Ovo je transcendentalna jednadzba.
Korijenima ove jednadzbe odgovaraju apscise sjeciSta pravca y = al i funkcije y =
tg al. Najmanji korijen te jednadzbe je al = 4,493.
Kriti¢na sila izvijanja je:
_ 4493%Elpin _ 20,187Elmin _ anEImin. (25)

— 42 —
FkT =a Elmin - 12 - 12 ~ 12

(Simi¢, 1995.)
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3.1.4. Stap upet na oba kraja

A L

Slika 10. Izvijanje $tapa upetog na oba kraja, (Simi¢, 1995.)

Uz pretpostavku da je oblik izvijenog Stapa simetrican, momenti upetosti na oba kraja su

jednaki. U nekom presjeku izvijenog Stapa pojavljuje se moment savijanja:

M = Fw — M,. (26)

Diferencijalna jednadZba elasti¢ne linije glasi:

dz_vzv g F = Mo (27)
dx Elmin Elnmin
Ako uvedemo oznaku:
F
a’ = :
Elmin
dobit ¢emo:
d’w 2, _ Mo 2 (28)
ez fatw=—"as.

Opce rjesenje ove jednadzbe glasi:

17



. M
w =A51nax+Bcosax+?°.

Rubni uvjet: w(0) = 0 daje:
B=-=2
Iz uvjeta w’(0) = 0 dobivamo da je A = 0.
JednadZzba se sada moze prikazati u slijede¢em obliku:
Mo

w =?(1—cosax)

dw

My .
= —asinax.
dx F

Rubni uvjet w(l) = 0 daje:

My
w(l) = ?(1 —cosal) = 0.

Buduc¢i je % #+ 0 dobiva se da je

cosal = 1.
Rubni uvjet w'(l) = 0 daje
M,
w = ?asmal =0,
odnosno
sinal = 0.

Jednadzbe cosal = 1 i sinal = 0 zadovoljene su za:
al = 2nm, n=123..
Najmanju vrijednost za kriti¢nu silu dobit ¢emo zan = 1,

42 Elpmin
F, =——

12

(Simié, 1995.)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)
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3.2. Duljinaizvijanja

Usporedbom slijedecih izraza za kriti¢nu silu:
- Stap zglobno u¢vrs¢en na oba kraja

m2EL,in

FkT= lz

- Stap na jednom kraju upet, a na drugome slobodan

m2EL,in

- §tap na jednom kraju upet, a na drugome slobodno oslonjen

anEImin
kr = l—z

- Stap upet na oba kraja

AT ElLy,
Fir = —z

Mozemo zakljuciti da u svim navedenim slu€ajevima izraz za kriticnu silu mozemo

prikazati u op¢em obliku:

7'[2 Elmin (34)
Fir = =02

gdje je:
u — koeficijent duljine izvijanja Stapa i iznosi

u= ’
gdje je n broj poluvalova sinusoide elasti¢ne linije izvijena Stapa.
Oznacimo li

li = .ul’

Izraz za kriti¢nu silu moZemo pisati:

19



Vs 2 Elmin (35)

gdje je:
[; — duljina izvijanja.

Duljina izvijanja (slika 11.) je dio duljine S§tapa na kojoj se pojavljuje jedan poluval
sinusoide, odnosno duljina izmedu dviju susjednih tocCaka infleksije elasticne linije

izvijenog Stapa.

Iz izraza za kriti¢nu silu proizlazi da kriti¢na sila ovisi o materijalu Stapa, poprecnom

presjeku Stapa, duljini Stapa i o na¢inu ucvr$éivanja njegovih krajeva.

F " F F a3 i
} ! _ mf&_ _
[ [ 'y
\ I 'x
K ! A \ 0,251
\ r \ N
Il| f.' A 1 3
1
i ] | 1
1 : =1 i f , =051
]
| ] l’ i
H { / s T
' ! ~0,31 ! 0.251
d
A | 2! 1 %iz—‘“
F F F F
|
|
1
\
i
\
|1
\
1
]
1
\ ~
—‘—-—-——-—-

Slika 11. Duljine izvijanja $tapova ovisno o oslanjanju, (Simi¢, 1995.)

3.3. Kriti¢no naprezanje

Stap aksijalno opterecen na pritisak u kritiénom stanju jo§ zadrZava ravan oblik ravnoteZe,

pa je kriticno naprezanje u Stapu u trenutku izvijanja:

01, = & = —T[ZEImin (36)
A 124
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Uzimaju¢i u obzir da je minimalni polumjer tromosti presjeka:

. _ Imin
lmin = T
mozemo zakljuciti da je:
n?Ei%;, (37)
Okr =12
i
ili
T’E (38)
% =
L . . o . : y
A= l—‘ - bezdimenzionalna karakteristika Stapa i naziva se vitkost Stapa.
min
1 \
Gltr "'ﬁ
A
\
v
A
b
T ; Eularova hiperbola
I
1
Oy |
|
|
.\ } -
0 1s A

Slika 12. Eulerova hiperbola, (Simi¢, 1995.)

Kritiéno naprezanje ovisi o svojstvima materijala i o vitkosti $tapa. Pri velikoj vitkosti
Stapa kriticno naprezanje tezi nuli, a za malu vitkost kritiéno naprezanje naglo raste, tako

da ispod odredene vitkosti prelazi granicu proporcionalnosti materijala.
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Eulerovi izrazi za kriticnu silu 1 kriticno naprezanje zasnovani su na linearnoj
diferencijalnoj jednadzbi elasti¢ne linije i na valjanosti Hookeova zakona. To znaci da
izraz za kritino naprezanje materijala vrijedi samo za kritino naprezanje koje ne prelazi
granicu proporcionalnosti naprezanja materijala pri jednoosnome pritisku, tj. kada je oy, =

m2E - m2E
A—ZSO'p > U—p—/lp.

Ap — grani¢na vitkost ispod koje Eulerovi izrazi za kriti¢nu silu i kriti€no naprezanje ne
vrijede
Stapovi velike vitkosti 1 > Apizvijaju se u elasticnom podrucju, dok se Stapovi male i

srednje vitkosti A < 4, gy, > 0y, izvijaju u plasticnom podrucju.

Pokusi pokazuju da je stvarno kriti¢no naprezanje za Stapove male i1 srednje vitkosti uvijek
manje od Eulerova kriti€nog naprezanja. Primjena Eulerova izraza za kriticnu silu 1
kriticno naprezanje na Stapove koji se izvijaju u plasti¢cnom podrucju, nac¢elno je pogresno i

krajnje opasno za sigurnost konstrukcija. (Simi¢, 1995.)
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4. 1IZVIJANJE STAPOVA U PLASTICNOM PODRUCJU

Plasti¢nost je  svojstvo nekih tvari (materijala) da pod djelovanjem dovoljno
velike sile mijenjaju oblik, koji gotovo u potpunosti trajno zadrzavaju i nakon prestanka
djelovanja sile (plasti¢na deformacija). Plasti¢nost nastupa kada se pod djelovanjem sila
prijede takozvana granica teCenja, koja ovisi 0 temperaturi materijala. Tako i
neki krhki materijali (bronca, mramor, staklo, kristali) mogu prije¢i u plasti¢no stanje pri
povisenim temperaturama. Proucavanjem plasticnosti i postavljanjem teorija bavi se na
makrorazinidio mehanike ¢vrstih tijela (teorija plasti¢nosti), promatraju¢i tijelo kao
kontinuum bez ulaZenja u njegovu mikrostrukturu, dok se plasti¢nost na mikrorazini, kao
posljedica poremecaja unutar kristala, to jest pomicanja dijelova kristala
duz dislokacijskih ravnina, prou¢ava u okviru fizike materijala. Metali na temperaturi vi$oj
od temperature rekristalizacije imaju gotovo idealnu plasti¢nost, jer su deformirani kristali
spontano pretvoreni u nove nenapregnute, a s temperaturom je povecéan i broj dislokacija.
U takvu se stanju pri djelovanju stalne sile deformacije u materijalu s vremenom
poveéavaju (teCenje materijala). PlastiCnost je bitna pojava u tehnologiji oblikovanja
deformiranjem, kao $to su valjanje, kovanje, savijanje, duboko vucenje i drugo, dok se u
konstrukcijama javlja samo lokalno unutar ograni¢enih manjih podrucja (Plasticnost,

https://hr.wikipedia.org/wiki/Plasti¢nost, pristup 26.08.2019.)

O sigurnosti gradevinskih konstrukcija ovise ljudski Zivoti 1 materijalna dobra, te je vrlo

znacajno pravilno izabrati dimenzije i metode proracuna.

Izvijanje, kojim ¢emo se baviti u ovom radu, zbog promjene geometrije i preraspodjele sila
moze dovesti do gubitka stabilnosti i1 havarije cijele konstrukcije. Zbog toga se u
prora¢unima konstrukcija posebno promatraju tlacno najoptereceniji elementi kao moguci

uzroci trajnih velikih deformacija, odnosno gubitka stabilnosti.

Izvijanje Stapa u plasticnom podrucju prvi je istraZzivao Engesser 1889. godine polazeci od

slijedec¢ih pretpostavki:

- daje $tap idealno ravan i izraden od homogena materijala,

- daje Stap zglobno u¢vrscéen na krajevima i idealno centri¢no opterecen na tlak,

- da su progibi zbog savijanja Stapa mali,

- da Bernoullijeva hipoteza ravnih presjeka pri savijanju vrijedi 1 za plasticno

podrucije
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- da se modul elasticnosti u nekoj tocki C dijagrama o — ¢ izrazava tangentnim

modulom elasti¢nosti:

_do . (39)
de g

s
|
|

Y, - nagib tangente,

te se pretpostavlja da je tangentni modul u okoliSu tocke C konstantan, $to odgovara

pretpostavci da se u okoliSu tocke C linija optere¢enja poklapa s linijjom rastereéenja.

=]

A .
G'I[ e . ’

Slika 13. o — € dijagram, okoli§ tocke C, (Simi¢, 1995.)

Prilikom optere€enja tlacnom silom u presjeku se javlja jednoliko rasporedeno tla¢no
naprezanje. Ako se uzme neki presjek u srediStu nosaca gdje je moment savijanja M =
Fy. - w, raspodjela naprezanja postaje linearna zbog pojave dodatnog tlacnog naprezanja u
jednom dijelu nosaca 1 pojave vla¢nih naprezanja. Naprezanja su jo§ uvijek jednoznacna

jer su progibi mali (ekscentricitet sile) te se sile jo§ uvijek nalaze u jezgri presjeka. (Simié,
1995.)

24



xt
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b)

Slika 14. Izvijeni, slobodno oslonjeni $tap i prikaz stanja naprezanja u presjeku x, (Simié,
1995.)

Ako se promatra izvijeni Stap opterecen centri¢nom kriticnom silom zakljucit ¢emo da se u
nekom presjeku x Stapa pojavljuje uzduzna sila Fy,.i moment savijanja M = F,.w.
Dopunska deformacija zbog savijanja je

Ae = (40)

o N

Dopunska naprezanja zbog savijanja u tla¢noj i vlacnoj zoni popre¢nog presjeka moze se

izraziti sliéno Hookeovu zakonu:

Z
AO- == EtAg = Et ;. (41)

Ukupno naprezanje u nekoj tocki promatranog presjeka je:

z
azakr+Aa=akr+EtE (42)
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Iz uvjeta ravnoteze promatranog dijela Stapa ), F, = 0, dobivamo:

E
f odA = f (03 + Ao)dA = f (o4 + E;)dA = f OprdA +—tj zdA =
A A A A 0 Ja

E, (43)
= Fkr + —f ZdA = Fkr-
0 Ja

Izlazi da je:

f zdA =0, (44)
A

Sto znaci da neutralna os zbog djelovanja momenta savijanja prolazi teziStem poprecnog

presjeka.

Iz uvjeta ravnoteze ), M,, = 0, dobivamo:

M = f ozdA = f (o + Ao)zdA = J <0kr +E; E) dA =
A A A P

E (45)
= O'krj zdA +—tJ z?dA = Fw.

A P Ja
Ako se uzme u obzir [, zdA = 01 Cinjenicu da integral [, z*dA = I, = Iy, predstavlja

moment tromosti popre¢nog presjeka s obzirom na os najmanje krutosti, dobit ¢e se:

Fw (46)
Etlmin.

|-

Ako pretpostavimo da su progibi mali, zakrivljenost mozemo izraziti pribliznim izrazom

i dz . . .. . . .y T .
ﬁ= — dxv:. Tako dobivamo diferencijalnu jednadZzbu elasticne linije Stapa izvijena u

plasticnom podrucju:

d?w  Fw _ 0 (47)

dxz Etlmin

Razlika izmedu ove diferencijalne jednadzbe i linearne diferencijalne jednadzbe izvijanja

o v v. d?w Fw . o .. wi - .
Stapa u elasticnom podrucju oz =~ p__J¢ samo u tome §to u ovoj jednadzbi umjesto
min
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modula elasti¢nosti E dolazi tangentni modul E;. To znaci da se izrazi dobiveni za kriticnu
silu 1 kriticno naprezanje u elasticnom podrucju formalno mogu zadrzati i u plasticnom

podrucju ako se modul elasti¢nosti E zamijeni tangentnim modulom E;.

Na taj nacin dobivamo kriticnu silu:

T[ZEtImin (48)
Fier = —z
i
I kriti€no naprezanje:
m2E, (49)
Okr = /,{2 .

Izraz za kriti¢nu silu moze se prikazati i kao:

E,m%El,;, E; (50)
Fip =L —min _ “tp
kr E llz E Cc

F. — Eulerova kriti¢na sila

F. S. Jasinski 1893. godine upozorio je na Cinjenicu da je u dijagramu o — € linija

rasterecenja C — C; paralelna s pravcem OP sa slijedeceg dijagrama.

8|8y

slu

Slika 15. Dijagram o — ¢ s linijom rastereéenja CC, paralelnom s pravcem OP, (Simi¢,
1995.)
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Engesser je tu primjedbu prihvatio i1 svoja je istrazivanja 1895. godine dopunio uzimajuéi u
obzir da ¢e pri savijanju dio presjeka Stapa biti rasterec¢en naprezanjima zbog savijanja i da
¢e za taj dio presjeka vrijediti modul elasti¢nosti E,dok ¢e u drugom dijelu presjeka

vrijediti tangentni modul E,.

Asvm.]_s”

A8t max
b

H Oy
' iAa' Aav mex v

AZ ' LAa! max

Zy Zy

!
v

b)
Slika 16. Izvijeni, slobodno oslonjeni §tap i prikaz raspodjele naprezanja i deformacija,

(Simi¢, 1995.)

Ovdje je prikazana raspodjela naprezanja i deformacija u nekom presjeku x Stapa.

Dopunska mala naprezanja u tla¢noj i vla¢noj zoni presjeka Stapa u kritiénom stanju su:

z do
AO‘t :EtAS :Et;, Et :£: tglpl
z
AO’V=EA€=E;, E=tgy.

Pri malim progibima Stapa uzduzna sila u popre¢nom presjeku je priblizno konstantna, te je

zato:

(51)
J AcdA =0.
A
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Iz uvjeta ravnoteze promatranog dijela Stapa ), M,, = 0 dobivamo:

M=Fw. (52)

Moment aksijalne sile F odnosi se na teziSnu os, dok je moment unutarnjih sila uzet s

obzirom na neutralnu os y.
MozZemo pisati da je :

ESV - EtSt == 0 (53)

S; 1 Sy — staticki momenti povrsine A; i Ay tlane i vlacne zone presjeka s obzirom na

neutralnu os y.

Ovom jednadzbom moze se odrediti poloZaj neutralne osi, odnosno pomak z, neutralne osi
od tezista presjeka prema rastegnutim vlaknima, a time i koordinate krajnjih vlakana z; i

zy, pa iz jednadzbe M = Fw dobivamo:

1

I, 1 I; — momenti tromosti povrsine Ay 1 A; S obzirom na neutralnu os y.

Ako minimalni moment tromosti ¢itavog presjeka s obzirom na teziSnu os presjeka

ozna¢imo s I,,;, tada jednadibu% (Ely + E I;) = Fw mozemo pisati u obliku:

Fw (55)

E, = IL (El, + E.I,) — reducirani modul ili Engesser-Karmanov modul koji ovisi 0 gy, i
o obliku popre¢nog presjeka
Za pravokutni presjek je:

E, = 4AEE, y (56)
(VE + JE)

Fw

Uz pretpostavku da su progibi mali jednadibu% = mozemo pisati u obliku:

rimin

d*w Fw (57)
—+ =0.
dx2 ETImin
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Iz usporedbe ove jednadzbe s pribliznom linearnom diferencijalnom jednadzbom izvijanja

2

¥ y y.a F v C oy, o
Stapa u elasticnom podrucju de; = — EIW moze se zakljuciti da se one razlikuju samo u
min

tome §to u ovoj jednadzbi umjesto E dolazi E, . Isto se dogada i u rjeSenjima tih jednadzbi,

pa izrazi za kriti¢nu silu 1 kriticno naprezanje pri izvijanju u plasticnom podrucju glase:

7-’-'ZErImin (58)
kr = l—z
i
2g,
O = (59)

Ova teorija plasti¢nog izvijanja $tapa dobila je naziv Engesser-Jasinski-Karmanova teorija.

Da bi se konstruirala krivulja kritiénih naprezanja potrebno je formule svesti na slijedeci

oblik:

w2k, (60)

Dijagram kritinih naprezanja oy, = f(1) za Celik mehanickih svojstava E =2 -

105 MPa, 0, = 200 MPa, 0, = 240 MPaprikazan je na slijedeCem dijagramu:

\
e \\/— Engesser - Jasinski - Karmén (E,)
[ M T e —" \¢—Engesser (E,)
T 200 P = == on on - " - . - - -

Euler (E)

Op

Slika 17. Dijagram kriti¢nih naprezanja oy, = f(A) za ¢elik mehanickih svojstava

30



E = 2-10° MPa, o, = 200 MPa, 6, = 240 MPa, ($imi¢, 1995.)

Sa slike uocavamo da za Stapove Cija je vitkost veca od A, vrijedi Eulerova hiperbola za
odredivanje kriti¢nih naprezanja dok za Stapove manje vitkosti vrijede Engesser-Jasinski-
Karmanova krivulja. (Simi¢, 1995.)
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5. EMPIRIJSKI IZRAZI ZA KRITICNO NAPREZANJE

Paralelno s teorijskim istrazivanjima problema stabilnosti tlaénih Stapova provedena su i
eksperimentalna istrazivanja. Sva eksperimentalna istrazivanja potvrdila su valjanost
Eulerova izraza za kriti¢no naprezanje pri izvijanju u elasticnom podrucju, ali za izvijanje
u plasticnom podrucju Tetmayer, Jasinski, Rankin, Engesser, Osterifeld, Johnson, Karman,
Gordan 1 drugi, za kriticno naprezanje predlozili su empirijske izraze koji se zasnivaju na
rezultatima eksperimentalnih istrazivanja. Tetmayer i Jasinski predlozili su linearnu

ovisnost izmedu kriticnog naprezanja i vitkosti Stapa u plasticnom podrucju:

Oxr = a — b4, (61)

Ar < A < Ap, gdje su:
a i b — koeficijenti koji ovise o svojstvima materijala, a odreduju se eksperimentalno.

Za gradevni Celik je a = 310 MPa,b = 1.14 MPa. Funkcionalna ovisnost prikazana je

Totmayerovim pravcem na slijede¢em dijagramu:

Tetmayerov pravac

Eulerova hiperbola

|
I
I
|
1
|
I
|
}

1 Ay A

Slika 18. Tetmayerov pravac, (Simi¢, 1995.)

Pri vitkosti A, kritiCno naprezanje odgovara granici proporcionalnosti oy, a pri vitkosti A7
kriticno naprezanje dostize granicu teCenja op kod elastoplastiénih materijala, odnosno

granicu ¢vrstoce gy, kod krhkih materijala.
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Dijagram gy, = f(4) sastoji se od tri dijela: horizontalnog pravca za 0 <1< Ag

Tetmayerova pravca za Ay <A <A, i Eulerove hiperbole za 4> 4, S tim u svezi

razlikujemo:

- Stapove male vitkosti 0 < A < A,
- Stapove srednje vitkosti A7 < A < 4,

- Stapove velike vitkosti A > 4,

Za Stapove male vitkosti kao kriticno naprezanje usvaja se naprezanje o na granici tecenja

(gnjecenja) pa se proracunavaju samo na tlanu ¢vrsto¢u. (Simi¢, 1995.)
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6. EKSCENTRICNO OPTERECENJE VITKIH STAPOVA

Slika 19. Stap ekscentriéno optereéen dvjema tlaénim silama F, (Simi¢, 1995.)

Stap je ekscentri¢no optereéen dvjema tlaénim silama F i pretpostavit ¢emo da te sile
uzrokuju savijanje Stapa u jednoj od glavnih ravnina tromosti. U proizvoljnom presjeku x

Stapa javlja se moment savijanja:
M =F(e+w). (62)

Ako u diferencijalnu jednadzbu elasti¢ne linije Stapa:

dw F_ - F (63)
dx® " EL," T TEL°
uvedemo oznaku:
F
2= (64)
EL,

dobit ¢emo diferencijalnu jednadzbu:

d*w 65
W + aZW — _aze ( )

¢ije opce rjesenje glasi:
w = Asinax + Bcosax —e. (66)

1z rubnih uvjeta: w(0) = w(l) = 0 dobivamo:

al 67
B=e,A=e-tg? 67)

pa je:

wze[tg%l-sinax+cosax—1]. (68)
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Maksimalni progib u sredini raspona (x = %) iznosi:

f=e<;—1> (69)

COS—
2

C . .. F y o
Uzimajuéi u obzir izraz: a® = ;- MoZemo pisati:
y

(70)

2
T EIy
i2

Fi = — Eulerova kriti¢na sila.

Za F=0,f =0,za F =F, f = Kad se velicina tlacne sile priblizava vrijednosti

Eulerove kriti¢ne sile F,., progib f raste vrlo brzo.

Maksimalno naprezanje u Stapu iznosi:

F M
Omax = =+ —=. (71)
max Wy
Ako je:
e
Mmax=F(f+e)=F—F (72)
cos (g /§>
dobit ¢emo:
(73)
F A e
o =—|14+——F——|
max — 4 Wy cos(% \/szr)
AKO 0,4, = or 1 grani¢no opterecenje F = Fy uvrstimo u prethodni izraz dobit ¢emo:
(74)

A e

W TL”FT '
y cos(— —)
2 FkT

O-T:% 1+

Ako se zada or,e, E i dimenzije Stapa, prethodnu jednadzbu moze se rijeSiti po Fr

metodom postupnog priblizavanja.
Dopusteno opterecenje je:

Faop = - . ($imic, 1995.) (75)
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7. EKSPERIMENTALNO ISPITIVANE SIPKI NA 1ZVIJANJE

7.1 Izgled ispitnog uredaja

Slika 20. Testno postolje WP 120

Ispitni uredaj uglavnom se sastoji od osnovnog okvira, vodilica i preCke za opterecenje.
Osnovni okvir sadrzi donji nosac uzorka Stapa, koji se sastoji od uredaja za mjerenje sile i

utore koji mogu osigurati razli¢ite nacine oslanjanja Stapa.
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Visina precke za opterecivanje moze se podesiti duz vodilica i moze se ucvrstiti u fiksnom

polozaju. To omogucava ispitivanje Stapova razlicitih duljina.

Pre¢ka za optereenje ima vreteno za optereCenje za stvaranje ispitne sile. Zavrtanjem
matice, ispitna sila nanosi se na uzorak S§tapa pomoc¢u vodenih potisnih dijelova. Osno
postavljanje izmedu matice za opterecenje i potisnog dijela sprecava da se na uzorak Sipke
primijene torzijska naprezanja. Dostupna su dva razli¢ita potisna dijela za razliCite uvjete
oslanjanja. Uredaj se moze koristiti vertikalno i horizontalno. Uredaj je opremljen baznim
postoljem na jednoj od vodilica za horizontalno postavljanje. Instrument za prikaz

izmjerene sile moze se okrenuti za 90 ° radi lakSeg ocitanja.

Ispitna sila mjeri se hidrauli¢kim uredajem za mjerenje sile. Ovdje ispitna sila stvara
pritisak u prstenastom cilindru preko diferencijalnog klipa. Taj se tlak mjeri pomocu
tlakomjera koji djeluje kao instrument prikazivanja. Mjerni put vrlo je mali zbog

hidraulickog prijenosa (max. 0,3 mm).

Za donji nosac¢ uzorka dostupne su dvije razli¢ite mogucnosti ugradnje:

- za zglobno postavljanje - Potisni komad s V zarezom za postavljanje na rub noza

- za upeto postavljanje - Potisni komad koji je ¢vrsto povezan s uzorkom Sipke.

Potisni komad je umetnut u utor i ¢vrsto stegnuta vijkom.

Za gornji nosa¢ uzorka dostupne su dvije razli¢ite moguénosti ugradnje:

- za zglobno postavljanje — Dugi potisni komad s V zarezom za ugradnju na rub noza

- za upeto postavljanje - Kratki adapter i potisni komad ¢vrsto pri¢vr§éen na uzorak Sipke.
Potisni dijelovi su umetnuti u vodilicu na precki za opterecivanje

Mjera¢ za mjerenje bo¢ne deformacije uzorka pri¢vrscen je na vodeci stupa.

7.2 Ispitivanja provedena na uredaju

7.2.1 Uvodno ispitivanje

Sipka koja je na oba kraja zagiljena postavlja se u utore V oblika. Na taj nadin se postiZze
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opterecenja bocno ¢e se izviti. U ovom sluc¢aju deformaciju izvijanjem mjerimo na sredini
Sipke 1 biljezio u tablici zajedno sa odgovaraju¢om silom. Pomoc¢u tih podataka izradujemo
graf sila/deformacija. Rezultate testa usporedujemo sa vrijednostima koje dobivamo

pomocu teorije izvijanja.

Uzorak Sipke izraden je od ravnog Celika poprecnog presjeka 2mm * 4mm duljine 500mm.
Ima zaSiljena oba kraja koji sjedaju u V utore na ispitnom uredaju tako da za stvaranje

idealnog slobodnog oslanjanja.

Potrebno je izraCunati o¢ekivanu silu izvijanja prije nego li se test provede. Sila izvijanja

izracunava se prema Eulerovoj formuli:

v n’El,
krit — l—z

k
Modul elasti¢nosti Celika je 210 000N/mm. Aksijalni moment tromosti /,, se izraCunava za

pravokutni popre¢ni presjek prema formuli:

; _b*h3_20*43

= 106. 4
y v v 06.6mm

Duljina Sipke 500mm uzima se kao duljina izvijanja [;, za slu¢aj slobodno oslonjene Sipke.

U nastavku je dan rezultat kriti¢ne sile izvijanja.

anIy _ 72 % 210000 * 106.6

= 883N

Tablica 1. Odnosa deformacije i sile za uvodno ispitivanje

Uzorak Sipke: Celik

Duljina: 500mm

Geometrijski moment tromosti 106.6mm*
Modul elasti¢nosti: 210000 N/mm?

Deformacija u mm 0 02505 [075]10 |15 |2 25 |30 [35 |40

5.0

SilauN 0 350 | 450 | 550 | 600 |670 | 725 | 765 |800 |830 |850

850
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Slika 22. Dijagram odnosa sile i deformacije

Kriticna sila moze biti jasno prepoznata . Nema povecanja sile a deformacija raste.
Kritino optereéenje je jednako maksimalnoj sili Fxk=850 N. usporedba s teoretskom
vrijednosti od 883 N pokazuje dobru korelaciju §to se ti€e preciznosti mjerenja (devijacija

samo 3.7%).

7.2.2 Test utjecaja uvjeta oslanjanja

Ovaj test pokazuje razlike pri izvijanju 3 jednaka uzorka Stapa duljine 650mm koja su
oslonjeni na 3 razli¢ita nacina. Prvi uzorak je slobodno oslonjen, drugi je upet na oba kraja

a tre¢i je na jednom kraju upet a na drugom slobodno oslonjen.
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Slika 23. Uzorci za ispitivanje razlicitih uvjeta oslanjanja

Slobodno oslonjen uzorak (slucaj 1)

m*El,
Frie = =2
Uzorak upet na oba kraja (slucaj 2)
4 m2El,
Frrie = Tz

Uzorak na jednom kraju upet a na drugom slobodno oslonjen (slucaj 3)

n*El,

Fierie = W07 D2

Modul elasti¢nosti Celika je 210 000N/mm. Aksijalni moment tromosti /,, se izraunava za

pravokutni poprecni presjek prema formuli:

I_b*h3_20*43
Yo oo12 T 12

= 106.6mm*

U nastavku su dani teoretski rezultati kriticne sile izvijanja
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Slobodno oslonjen uzorak (slucaj 1)

7T2E1y 7% % 210000 * 106.6

Frie = =3 502 = 523N

Uzorak upet na oba kraja (slucaj 2)

4n2E1y 4 7% % 210000 = 106.6

Firie = —J5 = = L = 2091N

Uzorak na jednom kraju upet a na drugom slobodno oslonjen (slucaj 3)

nZEIy _ 72 % 210000 = 106.6

e =702 = (07-6502 100N

Sile izvijanja moraju biti u odnosu1:4:2.

Tablica 1. Odnosa deformacije i sile za test utjecaja oslanjanja

Uzorak Sipke: Celik

Duljina: 650mm

Geometrijski moment tromosti 106.6mm?*
Modul elasti¢nosti: 210000 N/mm?

Deformacija u mm 0| 0.25 0.5 1.0 15 2 2.5 3.0 3.5 4.0 5.0
Sila u N (slucaj 1) 0| 100| 200| 290| 350 | 390 | 400| 410 | 430 ]| 450 450
Sila u N (slucaj 2) 0| 1400 | 1490 | 1550 | 1630 | 1690 | 1730 | 1770 | 1820 | 1850 | 1850
Sila u N (slucaj 2) 0| 200| 330| 510| 620| 700| 770| 820 | 860 | 880 890
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Slika 24. Dijagram odnosa sile i deformacije na tri razli¢ito oslonjena uzorka

Kriti¢ne sile izvijanja su u odnosu 1 : 4.11 : 1.98. Maksimalna relativna devijacija od

teoretskog omjera je 3%.
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8. ZAKLJUCAK

U ovom radu obraden je problem izvijanja ravnih grednih nosafa centri¢cnom i
ekscentricnom tlacnom silom. Klju¢ni zadatak kada se bavimo problemom izvijanja je
odredivanje kriti¢ne sile F, pri kojoj vitki element gubi stabilnost te mu deformacija raste
bez povecanja naprezanja. Veli¢ina kriticne sile ovisi o nekoliko faktor kao Sto su: uvjeti
oslanjanja elemente, o materijalu od kojeg je element izraden, dimenzijama i geometriji
poprecnog presjeka te o duljini elementa. Takoder je jasno vidljivo da ¢e se ekscentricno
optereceni element izviti pod djelovanjem manje kriticne sile zbog doprinosa momenta

savijanja.

Kada usporedimo rezultate kriticne sile za slu¢aj centricnog opterecenja dobivene
analitickim putem i one dobivene laboratorijskim ispitivanjem vidimo dovoljno dobru
podudarnost tih dviju vrijednosti stoga moZemo zakljuciti da se analiticki izrazi mogu

slobodno koristiti pri proracunu stvarnih konstrukcijskih elemenata.

Kao gradevinari moramo narocito paziti pri projektiranju vitkih konstrukcijskih elemenata
jer su podlozni izvijanju. Izvijanje takvih elemenata moze prouzrociti slom elementa i

havariju cijele konstrukcije te izazvati veliku materijalnu Stetu 1 ljudske Zrtve.
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