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Eksperimentalna validacija teorijskih predikcija za izvijanje vitkih Stapova

Sazetak:

Optere¢enjem Stapa centricnom tlaénom silom moze do¢i do gubitka stabilnosti te pojave
izvijanja. Sila pri kojoj dolazi do izvijanja naziva se kriti¢na sila i ovisi o materijalu od kojeg
je izraden, geometrijskim karakteristikama i na¢inu oslanjanja. Prikazani su matematicki
izvodi za kriticnu silu (Eulerovi izrazi) za Cetiri naj¢eS¢éa nacina oslanjanja Stapa. Nadalje,
za dva slucaja oslanjanja (zglob-zglob i upeto-slobodno) izvedeni su izrazi za silu u post-
kriti¢noj fazi uzimajuéi u obzir velike pomake i zaokrete. Za ta dva slucaja provedena su i
eksperimenti s opti¢kim mjerenjima te je kona¢no dana usporedba teorijskih vrijednosti i
rezultata koji su dobiveni kroz eksperimente.

Kljucne rijeci: izvijanje, Eulerovi izrazi, kriti¢na sila, elasti¢na linija nosaca, veliki pomaci
1 zaokreti

Experimental validation of theoretical predictions for buckling of slender columns

Abstract:

Loading a slender column with a centric compressive force can lead to loss of stability and
buckling. The force at which buckling occurs is called the critical force, which depends on
the material from which the column is made, its geometric properties and the type of supports
at the ends. Mathematical expressions for the critical force (Euler's formulae) are presented
for the four most common support combinations. Furthermore, mathematical expression for
the post-critical force for two support combinations (hinged-hinged and clamped-free) are
derived by accounting for large displacements and rotations. For these two cases,
experiments with optical measurements were performed and, finally, a comparison of the
theoretical values and experimental results is given.

Keywords: buckling, Euler’s formulae, critical load, elastica, large displacements and
rotations
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1. UVOD

Izvijanje je pojava gubitka stabilnosti koja se javlja kada ravan Stap biva opterecen
centricnom tlacnom silom. Ukoliko neka sila nadmasi grani¢nu vrijednost do koje je ravan
oblik ravnoteZe Stapa stabilan, dolazi do gubitka stabilnosti Stapa te nastupa izvijanje. Ta se
grani¢na vrijednost naziva kriti¢na sila i oznacava se s oznakom Fj,.. Gubitak stabilnosti
uzrokovan izvijanjem najéeSéa je pojava kod reSetkastih konstrukcija poput celi¢nih
mostova, stupova dalekovoda 1 dizalica, kod kojih jedan ili viSe Stapova mogu izgubiti
stabilnost pri prevelikom tlatnom optereéenju. Do izvijanja S§tapa dolazi zbog
ekscentri¢nosti osnog opterecenja F kao i zbog pocetne zakrivljenosti i nehomogenosti Stapa.
Aksijalno optereéenje na koncu moze uzrokovati lom Stapa zbog povecanja momenta
savijanja. Pri tom stanju, relativno mala opterecenja koja bi inafe zadovoljavala uvjet
¢vrstoce mogu prouzrociti gubitak stabilnosti dijelova konstrukcija. Vrijednost kriti¢ne sile
pri kojoj dolazi do izvijanja Stapa ovisi o njegovoj vitkosti, materijalu od kojeg je nacinjen,

geometrijskim svojstvima i nac¢inu na koji su u¢vrséeni njegovi krajevi.

Teorija koja dovodi do izraza za kriticnu silu je linearizirana, $to znac¢i da je bazirana na
pretpostavei da su pomaci i zaokreti Stapa relativno mali. Osim §to takva pretpostavka ima
smisla jer je u teoriji netom prije izvijanja Stap savrSeno ravan, pa ¢e i izvijanje nastupiti pri
vrlo malim pomacima i rotacijama, na taj se nacin izvod znacajno pojednostavljuje s
matematickog aspekta. Medutim, takav pristup nije u stanju dati tocno rjeSenje za
deformiranu liniju nosaca nakon S$to nastupi gubitak stabilnosti. To je moguce koristeci
teoriju koja u obzir uzima velike pomake i rotacije, Sto ¢e biti pokazano u ovom radu. Takva
teorija uz to pokazuje da se nakon izvijanja Stap nastavlja deformirati jedino uz daljnje

povecanje sile iznad kriti¢ne vrijednosti.

U ovom radu ¢e najprije biti izvedeni izrazi za kriti¢nu silu na standardni nacin (Eulerovi
izrazi) za Cetiri razli¢ita nacina oslanjanja Stapa. Nakon toga ¢e se za dva od ta Cetiri na¢ina
oslanjanja pokazati izvod za odredivanje sile u Stapu za post-kriti¢énu fazu (deformiranje
nakon izvijanja) po teoriji koja u obzir uzima velike pomake 1 rotacije. U prvom je slucaju
promatrani Stap uc¢vrséen u jednom kraju upeto, a slobodan u drugom kraju, dok je u drugom
slu¢aju Stap na oba kraja zglobno oslonjen. Za ta je dva slu¢aja provedeno eksperimentalno
istrazivanje s ciljem validacije analitickih rjeSenja. U eksperimentima su pomaci Stapa
odredeni optickim mjerenjem, te je naposljetku provedena usporedba teorijskih vrijednosti

s vrijednostima dobivenim kroz oba eksperimenta



2. OSNOVE TEORIJE ELASTICNE STABILNOSTI

U ovom poglavlju su najprije analizirani najé¢es¢i sluéajevi izvijanja ravnih Stapova po
klasi¢noj teoriji elasti¢ne stabilnosti koja pretpostavlja da su pomaci i zaokreti Stapa
relativno mali. Nakon toga je objasnjeno kako se ukidanjem te pretpostavke moze
analizirati ravnoteza Stapa nakon §to nastupi izvijanje pri ¢emu pomaci i zaokreti Stapa

mogu biti veliki.

2.1. Izvodi izraza za kriti¢nu silu kod elasti¢nog izvijanja ravnih Stapova

Leonhard Euler 1774. godine prvi je izveo izraz za kriticnu silu i dokazao ovisnost
vrijednosti kriticne sile o nac¢inu na koji su u¢vrséeni krajevi Stapa. Krajnji cilj metode je

pronalazak sile uslijed koje je jednako mogu¢ ravan i krivocrtan oblik Stapa.

Nadalje, navedena su cCetiri osnovna slucaja kojima se moze dobiti izvijanje Stapa ovisno o

nacinu uc¢vrséivanja krajeva Stapa.

2.1.1. Stap sa zglobovima na oba kraja

t
|
Fu
B I
1
A x z,
F
a)

Slika 1: Stap uévriéen zglobno u oba lezaja: a) oblik za F < Fj, ib) za F = Fj, [1]
Pri zglobnom u¢vrséivanju Stapa na oba kraja on zadrZava svoj ravan oblik (Slika 1.a)

ukoliko je centri¢na tlacna sila F manje vrijednosti od kriti¢ne sile Fy,.. U trenutku kada sila



F postigne jednaku vrijednost kao sila Fj,., moguca su oba oblika $tapa, ravan i krivocrtan

(Slika 1.b).

U presjeku Stapa na nekoj udaljenosti x od donjeg oslonca dolazi do pojave momenta

savijanja:
M=F=x*w

gdje je w progib Stapa koji je ovisan o polozaju x. Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije

nosaca daje:

=== (D

gdje je El,,;,, minimalna krutost na savijanje Stapa. Izvijanje Stapa pojavljuje se u ravnini u
kojoj je fleksijska krutost Stapa najmanja. Iz tog se razloga u izraz uvodi I,,,;,, koji predstavlja
minimalni moment inercije popre¢nog presjeka Stapa. Prethodna jednadzba se moze
zamijeniti pribliznom linearnom diferencijalnom jednadzbom buduéi da se pretpostavljaju
vrlo mali progibi:

d?w Fxw

dx2 ~  ElL, @

Negativan predznak na desnoj strani jednadZzbe uveden je zato $to su predznaci veli¢ina w i

2

suprotni, neovisno o izboru pozitivnog smjera koordinate osi z.
dx?

Dodavanjem oznake:

a? = (3)

Jednadzba (2) postaje homogena diferencijalna jednadzba 2. reda s konstantnim
koeficijentima:
d?w

W'l-azW:O (4)



Njeno opce rjesenje je:
w = Asinax + B cosax (5)
Iz rubnih uvjeta se odreduju konstante integracije A i B:
w0)=0 i wl)=0 (6)
Da je B jednako nuli saznaje se iz prvog uvjeta ¢ime se jednadzba (5) svodi na:
w = Asinax (7)
Iz drugog se uvjeta tada moze zakljuciti:
Asinal =0 (8)

Rjesenje w(x) =0 za A =0 pokazuje da je $tap ravnog oblika, $to je jedna od moguéih

opcija. Druga opcija, tj. krivocrtan oblik $tapa nastaje ako je A # 0, §to uvjetuje:
sinal =0 9)

1z ¢ega se izvlaci uvjet za Stap u kritiénom stanju:

nmw
al=nm ili a= T n=123,.. (10)

Jednadzba elasti¢ne linije:

nmw
w =AsinTx (11)

Koriste¢i prethodne izraze (3) i (9) dolazimo do vrijednosti sile pri ¢ijem ¢e djelovanju
nastupiti izvijanje Stapa.
nzanIml-n

F = — 7z (12)



Tablica 1. prikazuje oblike elasti¢ne linije Stapa pri odgovarajucoj vrijednosti kriti¢ne sile

zan=1,213.

Tablica 1: Oblici elasticnih linija Stapa zan =1, 2i 3 [1]

Jednadzba
n | elastiéne Oblik elastitne linije F
linije
I |w=dsin™ T Elvi
[ I
. 2mx A Bl
2 a ol TN
w=.A sin ] —me
3 | w=dsin Bfﬂ %ZE;"-"

Iz tablice proizlazi da n predstavlja broj poluvalova sinusoide poloZenih po duzini izvijenog
Stapa. Budu¢i da se trazi najmanja vrijednost kriti¢ne sile pri kojoj moze doéi do izvijanja

Stapa, uzima se vrijednost kriticne sile n = 1 koja iznosi:
(13)

To je vrijednost Eulerove kriti¢ne sile ukoliko je $tap oslonjen zglobno u oba kraja.

Oblik elasti¢ne linije izvijenog Stapa dobivamo iz jednadzbe (11), dok progib ostaje

neodreden. i

Pe

velike deformacie B

.-
T :)i—‘%_—_::\‘—.

%
indiferentna ravnoteia za VG
LI;.M male deformacije
1
24
0 Wonme

Slika 2: Rjesenja diferencijalne jednadzbe elasti¢ne linije i linearne
diferencijalne jednadzbe [1]



2

N v . o« 1. oy o ee e v . v e . w
To je zato $to je zakrivljenost elasti¢ne linije izraZena pribliznim izrazom 2

1 promatrana

je linearna diferencijalna jednadzba (2) koja zbog teorije drugog reda vrijedi za male
pomake. Ukoliko se Zeli dobiti veli¢ina progiba, mora se rijesiti nelinearna diferencijalna

jednadzba (1) uzevsi tocan izraz za zakrivljenost.

Slika 2 prikazuje rjeSenje jednadzbe (1) krivuljom AB, dok crtkana krivulja BC predstavlja
izvijanje u plasticnom podrucju. Tangenta krivulje AB u toc¢ki A je horizontalna §to
predstavlja rjeSenje linearne diferencijalne jednadzbe (2). To¢no rjeSenje se podudara s

pribliznim ukoliko su mali pomaci.

2.1.2. Stap upet na jednom kraju, a na drugom slobodan

Progib na gornjem kraju $tapa je nepoznanica koja se oznacava sa oznakom f, a moment

savijanja se javlja u nekom presjeku izvijenog Stapa (Slika 3.b) :

M =—F (f —w)

Slika 3: Stap upet u jednom kraju, a u drugom
slobodan: a) oblik za F < Fj. ib) za F = F,. [1]



Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije:

d’w _F (F —w)
dx?  ElL o "
koja se takoder moze zapisati:
d?w
ozt a*w = a?f
za koju vrijedi:
F
a? =
Elmin

Jednadzba (15) je nehomogena diferencijalna jednadzba 2.

koeficijentima. Njeno opce rjeSenje glasi:
w=Asinax + Bcosax + f
Vrijede rubni uvjeti za Stap na slici 3.b:
w0)=0 i w'(0)=0
dok u slobodnom kraju vrijedi:
w(l) = f
Iz uvjeta (17) se moze zaklju¢itidaje B =—f, A =0, paje:
w=f(1-cosax)
Sto prema uvjetu (18) nalaze:

cosal=0

iz ¢ega se naposljetku dolazi do uvjeta za kriticno stanje Stapa:

is
al = (Zn—l)i, n=1273,..

(14)

(15)

(16)

reda s Kkonstantnim

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

Najmanja vrijednost kriti¢ne sile ovog slucaja vrijedit ¢e akojen = 1, to jest al = % :



TL'ZEImin

Fir = =12

(22)

2.1.3. Stap upet na jednom kraju, a na drugom u pomicnom osloncu

x? | K‘.t

Slika 4: Stap upet u jednom lezaju, a pomi¢an u drugom: a) oblik za
F <Fkrib)zaF :Fkr [1]

U trenutku kada sila F postigne kriti¢nu vrijednost, jednako su moguéi ravan i krivocrtan
oblik $tapa (Slika 4.b) . U lezajevima se pojavljuju reakcije R4 = Ry i reaktivni moment M

prilikom izvijanja Stapa.

U nekom presjeku Stapa vrijednost momenta savijanja je:
M =Fw — Rg(l —x)

dok diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije iznosi:

d2W+ Fw  Rg
dx?  Elyym  Elpin

(I—x) (23)



Uvodenjem oznake:

. (24)
“ = Elmin
se dobiva:
d*w Rp
Tz taw=—1a (Il —x) (25)

Opdée rjeSenje nehomogene jednadzbe (25) glasi:
: Rp
w=Asmax+Bcosax+F(l—x) (26)

Primjer zadatka je jedanput staticki neodreden s konstantama integracije A i B, dok je lezajna

reakcija Rp nepoznanica. U tom slucaju rubni uvjeti su sljedeéi:

w(0) =0 (a)
w'(0) =0 (b)
w(l) =0 (©)

Derivacijom tih izraza (27) dolazi se do:

dw Rp

—=ad —aBsinax —— 28
T a Acosax — a B sinax 7 (28)

Pomocu rubnog uvjeta (27.a) moze se zakljuditi:

Rgl
B = — 5 (29)
Iz rubnog uvjeta (27.b) dolazi se do:
Rp
A=—
a = (30)

Uvrste li se dobivene vrijednosti konstanti A i B u izraz (26) dobiva se jednadzba elasti¢ne

linije oblika:

(27)



Rp11
w = FB[Esin ax — lcosax + (1 —x)] (31)

Iz posljednjeg rubnog uvjeta (27.c) dolazi se do:

Rp /1 |
—(—smal—lcosal>=0
F \«a

. g - R . y .
Znajuéi da je ?B # 0, izraz se moZze zapisati:

tg al = al (32)

Do rjesenja ove jednadzbe moze se doéi i grafickom metodom:

F §
¥

a2
Y

2

— o — —— — o e ] e e e e e o ma

I
[
I
I
|
I
|
|

Slika 5: Graficko rjesenje jednadzbe (32) [1]

Apscise sjeciSta pravca y = al 1 funkcije y = tg al odgovaraju korijenima jednadzbe (32).

Vrijednost najmanjeg korijena te jednadzbe iznosi al = 4,493.
Izraz za kriti¢nu silu izvijanja u ovom sluc¢aju glasit ée:

4,4932Elp; 20,187EIy,; 2nELy;
Fkr — azEImin — B min _ B min ~ lzmln (33)

10



2.14. S‘tap upet na oba kraja

Slika 6: Stap upet u oba lezaja: a) oblik za F < Fy, ib) za F = F, [1]

Pretpostavlja se da je oblik izvijenog Stapa simetri¢an (Slika 6.b), u tom sluc¢aju su momenti

jednaki na oba kraja Stapa. Moment savijanja koji se javlja u nekom presjeku tog Stapa iznosi:
M = Fw — M,
Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije je:

d*w N F M (34)
dx? " EL. " " ElL

Uvodenjem oznake:

a? = (35)



dolazi se do:

Opée rjesenje te jednadzbe jest:

. M,
w = Asinax + Bcosax + —

Rubni uvjeti glase:

w(0) = 0
w'(0) =0
w(l) =0
w'(l) =0

Derivacijom izraza (37) dolazi se do:

dw

— = aA cos ax — aB sin ax

dx

Iz rubnog uvjeta (38.a) moze se zakljuditi:

B=-—
F

Iz (38.b) slijedi da je A = 0.

Jednadzba (37) se sada moze prikazati u obliku:

0
=—(1-
w 7 (1 —cosax)
takoder:
dw M,
- F a sin ax

Rubni uvjet (38.c) daje:

12

(36)

(37)

(a)
(b)
(0)
(d)

(39)

(40)

(41)

(38)



M,
w(l) = N (1=cosal) =0 (42)

S time da je % # 0, dobiva se:
cosal =1 (43)

Iz rubnog uvjeta (38.d), dolazi se do:
'(I) = —>asinal =0
w'(l) 7 asina

skraceno:
sinal =0 (44)
Jednadzbe (43) i (44) su zadovoljne ako su:
al=2nt n=1,23,..
Zan = 1 vrijedi najmanja vrijednost kriti¢ne sile koja glasi:

4102 ElLy;
Fir = —7— (45)

Ako se usporedi izraze kriti¢nih sila za sve slucajeve (13), (22), (33) i (45) moze se primijetiti

da je u svakom sluc¢aju moguce kriti¢nu silu prikazati u opéem obliku koji glasi:

Fop = T (46)
u — koeficijent duljine izvijanja Stapa
p== (47)
n
n — broj poluvalova sinusoide elasti¢ne linije izvijena Stapa
Ako se oznaci:
[; = ul (48)

13



izraz za kriti¢nu silu se moze zapisati u novom obliku:

w?ElL,;
Fr = l—zmm (49)
i

u kojem je [; duljina izvijanja. Duljina izvijanja predstavlja duljinu izmedu dvije susjedne
tocke infleksije elasti¢ne linije izvijenog Stapa, tj. dio Stapa na kojem se javlja jedan poluval

sinusoide.

Slika 7 prikazuje Cetiri uobicajena nacina u¢vrs§éivanja Stapa na krajevima uz njihove duljine

izvijanja [;.

!
I
!
i
li=1 /
!
!
]
]

F e
L
\
1
1
|
]
|
i
i
]
]
I
1
1
Y i 1 li=21
: pa ez '
E

1
1
i
i
1
1
i
\
i

1
1
1 ¥
ALK
Slika 7: Osnovni nacini uc¢vrs¢ivanja Stapa na krajevima s njihovim duljinama izvijanja [1]

1 3
u=1 u=2 u=20,7 u=20,7 (50)
Tl'zElmin F.. = 7TzEImin F.. = T[ZEImin F,. = 7TZEImin
Fir == k= T kr = 70,71)2 kr = 70,50)2

Moze se primijetiti da osobine $tapa poput materijala, popre¢nog presjeka, duljine kao i

nacina njegovog uc¢vrséenja utjecu na kriti¢nu silu.

14



2.2. Teorija elasti¢nog izvijanja ravnih Stapova pri velikim pomacima i

rotacijama
Kod ovog pristupa pretpostavlja se da ¢e Stap ostati savrSeno ravan sve dok sila ne dosegne
vrijednost Eulerove kriti¢ne sile nakon ¢ega nastupa izvijanje te Stap poprima novi
(deformirani) oblik. Klju¢no je kod ove teorije da se pomaci i rotacije na Stapu ne smatraju
malima pa se, umjesto na pocetnoj konfiguraciji, ravnoteza uspostavlja na deformiranoj
konfiguraciji (koja moze znacajno odstupati od pocetne). To znaci da diferencijalne veze
izmedu deformacija i optere¢enja vise nece biti definirane obzirom na uzduznu koordinatu
Stapa u pocetnoj (nedeformiranoj) konfiguraciji, nego obzirom na luénu koordinatu koja

opisuje polozaj na deformiranom Stapu.

2.2.1. Izvijanje konzolne grede

!
]
/
/
/

—— — — — — — — — —— . s
’

<
i it

Q

}-(---—----- P Rl v,
S — Y

Yo S

Slika 8: Izvijanje Stapa uslijed sile vece od kriti¢ne [2]
Ako se po koordinatnim osima sa slike 8 mjeri udaljenost s po osi Stapa kojoj je polaziste u
0 dolazi se do zakljucka da je izraz za zakrivljenost Stapa jednaka %, gdje je 6 kut zaokreta
poprecnog presjeka na nekoj udaljenosti s po osi zakrivljenog Stapa. Buduéi da je moment
savijanja u Stapu jednak njegovoj krutosti pomnoZenoj sa zakrivljeno$¢éu, moze se zakljuciti
diferencijalna jednadzba krivulje izvijanja, koja glasi:
do

& 51
El——= =Py (51)

15



Promjena duljine Stapa uzrokovana tlacenjem moze se zanemariti. Deriviranjem prethodne

jednadZbe po s-u i koriStenjem:

dae — sing
I sin
dolazi se do:
2
El—— = —Psi 52
72 sin@ (52)

Za rjeSavanje jednadzbe (52) potrebno ju je pomnoziti s df te integrirati:

d29d6d = kzj- ind do
ey sin

u kojoj je k? = %. Nakon integriranja jednadzba glasi:

1 (d@
2

2
7Y = g2
ds) k<cos@ + C

gdje je C konstanta integracije. Ona je odredena stanjem gornjeg kraja Stapa. Na vrhu Stapa

vrijedi % = 0 zato §to je moment savijanja jednak nuli te je takoder 8 = a, zbog Cega glasi:
C = —k?cosa

1 dolazi se do:

do

— = ik\/f\/ cosf — cosa
ds

. . S . . dO .. . .
Pozitivan znak se moze maknuti iz jednadzbe zato §to je = Uvij ek negativan. Dobiva se:

do

ds = —
k2 cosO — cosa

i ukupna duzina Stapa kada se postave granice integrala:

do 1 dé
5 (53)

l a a
l=fds=f =—j
0 o kv2\cos® —cosa 2k J, \/sinZ%—sinzi

16



Integral se moze pojednostaviti uvodenjem nove varijable ¢ i koriStenjem p = sin %

0 : o
sinz = psing = sinz sing

Moze se primijetiti da kada se 8 krec¢e od 0 do a, sing se kreé¢e od 0 do 1, §to znaci da se ¢

kreée od 0 do g Deriviranjem jednadzbe dolazi se do:

_2pcospdp  2Zpcospde

cos(Q)  Vi-prsie

deo

Te supstituiranjem u jednadzbu (53):

\/sinz (%) — sin? (g) = p cosQ

Dobiva se:

- Lk (54)

s
I = 1f§ do
klo J1—p2sin2¢ k

Integral iz jednadZbe (54) naziva se potpuni elipti¢ni integral prve vrste i oznacavase s K (p).

Vrijednost integrala K ovisi samo o p i obi¢no se o¢itava iz tablica u kojima su danje njegove
vrijednosti za razli¢ite vrijednosti p. U ovom radu koristen je softver Wolfram Mathematica
kojima ima ugradene funkcije za elipticke integrale pa su svi prora¢uni napravljeni tamo.
Ukoliko je izvijanje $tapa vrlo malo, a i p ¢e takoder biti mali, onda se izraz p%sin?¢p moze

zanemariti u jednadzbi (54). Jednadzba tada glasi:

l—lf%d o m |EI
k), T T 2P

odnosno jednadzba kriti¢ne sile:

m?El

Pt =am

17



$to u potpunosti odgovara rjeSenju (22). Ukoliko vrijednost kuta a raste, vrijednosti sile P i

integrala K takoder rastu.

Treba naglasiti da je na ovaj nac¢in mogude odrediti koordinate tocke O (koja se pomice u x
1y smjeru) za bilo koju vrijednost kuta 6. Isto tako, moguce je dobiti koordinate bilo koje
tocke na osi Stapa i time reproducirati kompletnu elasti¢nu liniju deformiranog nosaca. Svi

detalji dani su u [2], a ovdje su izostavljeni s ciljem ograni¢avanja ukupne duljine rada.

2.2.2. Iovijanje proste grede

Usporedbom slika 1.b i 2.b moZe se primijetiti da je progib proste grede na sredini duljine
Stapa jednak progibu konzolne grede na kraju Stapa. Buduci da su im za sluc¢aj da se promatra
samo pola proste grede i grani¢ni uvjeti jednaki, prorac¢un izvijanja biti ¢e identi¢an sve do
trenutka odabira granica integrala u jednadzbi:

!
2 « de 2
l=jds=j =—K(p)
0 o ky/2(cos® —cosa) Kk

zbog simetrije, kut 8 je na polovici grede jednak nuli. Iz tog se razloga integrira samo
polovica duljine grede. Elasti¢na linija nosac¢a moze se odrediti na vrlo sli¢an nacin onome
spomenutom u poglavlju 2.2.1. i detaljno objasnjen u [2].

18



3. EKSPERIMENTALNA MJERENJA

Prije samih mjerenja odredene su sve relevantne geometrijske i materijalne osobine Stapa.

3.1. Odredivanje geometrijskih osobina poprecnog presjeka

Tijekom eksperimenta koriSten je Stap od bukve omotan tankim plasti¢nim slojem, tako da
se, striktno govoredi, radi o kompozitnom presjeku. Popre¢ni presjek Stapa prikazan je na
slici 9 gdje je plasti¢ni omot zapravo linija koja omeduje presjek, dok se drvo nalazi s

unutarnje strane. Sa slike 9 o¢itane su i izracunate sljedeée dimenzije:

19

Slika 9: Poprecni presjek Stapa

Duljinu tetive s = 19mm i visinu kruznog odsjecka h = 4mm ocitava se na Stapu i koristi

kako bi se izracunao radijus kruznog odsjecka R:

(R-h?+(5) =R?

19



Nadalje se trazi teziste y;:

B

\
1
f ’
.

—_ X o %;\ /.
o “ L \_H““\\
< Aq
Il Y '
el 7|
© A |
< 2 A3 A2 ‘ ‘
&1 ‘ }
91° M
|

Slika 10: Popre¢ni presjek Stapa s prikazom osi tezista
Za izraCun povrsine kruznog odsjecka koristi se radijus R i kut 6 u radijanima prema formuli

danoj u [5]. Nakon izra¢una svih povrSina presjeka, teziste y; se izracunava i postavlja od

vrha presjeka.

RZ
A = 7(9 — sinf) = 52,18 mm?

bx*c 5
Az =T= 15,15 mm

As = axb = 27,96 mm?
A=A1+2*A2 +A3 == 110,56mm2

= ) =

Ve

52,18 % 2,37 + 2% 15,15 % 5,55 + 27,96 % 6,33 _
N 110,56 -

= 4,24 mm
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te minimalni i maksimalni moment povrSine drugog reda (Imin i Imax) poprecnog presjeka

Stapa s koriStenim formulama danima u [5] 1 [6] :

Ix=(a*b +axbx*d; )+2*(C*b + 224 d, ) %(0—5in9+25in05inzg)—

(410%) +2(0 = 5ind) + dy? = (S22 4 6.4 4,66 # 2,097) + 2 » (2225 4 S4ee,
1,312) 13,37 (1 59 — sin 1,59 + 2 sin 1,59 sinZ 159) — (52,18 * 10,932) + 2332 (1,59 —

sin1,59) * 1,872 = 171,72 + 87,73 + 6303,42 — 6245,96 + 182,51 = 499,43 mm*

P LA P LN L d,? +R4(30 3sind — 2sind 9)
= %k — —
y 12 36 2 24 Sln Sln Sln 2
466+65%) (46665 466+65 _
= — * *
12 36 2 :

13,3*
24
= 83,88 + 879,67 + 983,12 = 1946,67 mm*

1,59
(3 * 1159 — 3sin 1;59 — 2sin 1,59 Sinz T) =

Dobiveni parametri se usporeduju s parametrima koji se is€itavaju iz programa AutoCAD

za taj poprecni presjek uz koristenje naredbe MASSPROP, slika 11:

Command :

MASSPROP

Select objects: 1 found
Select objects:

———————————————— REGIONS e ——————
116.5576
Perimeter: 43.1587
Bounding box: X: -9.5888 -- 0.5808
¥: -4.4113 -- 4.24P6
Centroid: X: @.686008
¥: @.8888
Moments of inertia: X: 499,86495
¥: 1946.56438
Product of inertia: XY: ©.8080
Radii of gyration: X:2201963

¥: 4.1951
Principal moments and X-¥ directions about centroid:
I: 499.8695 along [1.8082 #.0008]
J: 1946.643@ along [9.8000 1.0000]

Slika 11: Provjera rezultata u programu AutoCAD
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3.2. Odredivanje modula elasti¢nosti

Buduéi da je Young-ov modul elasti¢nosti E Stapa nepoznat, moze ga se odrediti koristeéi
eksperiment u kojem se unaprijed zna koja je veza optereéenja i progiba za linearno-
elasti¢no ponasanje. Odabrana je konzola optereéena popre¢nom silom na slobodnom kraju
za koju se progib § moze izracunati koristeci jednadzbu:

_ FL?
"~ 3ElLyin

gdje je L 10 cm duljina konzole, minimalni moment povrsine II. reda I,,,;,, je prethodno
izraCunat, a sila F je zapravo tezina utega kojom se konzola opterecuje na slobodnom
kraju. Pomak § dobiva se preko mikroure koja prati progib Stapa (Slika 12). Modul
elasti¢nosti ostaje jedina nepoznanica:

- FI3
"~ 36Lmin

Slika 12: Pokus za izracun Young-ovog modula elasti¢nosti

Radi preciznosti, kroz jednadzbu se provlaci nekoliko razli¢itih pomaka & s pripadaju¢im
silama. Iz dobivenih rezultata se izracuna prosjecna vrijednost koja se koristi kao modul
elasti¢nosti Stapa u nadolaze¢im eksperimentima. Dobivena vrijednost E je 1441.1972
N/mm?,

1z slike 13 treba primijetiti da modul elasti¢nosti na pocetku nesto strmije, a kasnije
relativno blago kontinuirano opada $to upucuje da ponasanje ovakvog Stapa u domeni
malih pomaka i zaokreta nije idealno linearno elasti¢no.
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Slika 13: Dobivene vrijednosti za modul elasticnosti

3.3. Postupak mjerenja

Za 3D beskontaktno opticko mjerenje pomaka i deformacija navedenog Stapa postavljenog

na metalni okvir za stati¢ke eksperimente koristio se sustav GOM mbH PONTOS (slika 14).

Slika 14: Sustav kamera za 3D opticko mjerenje [7]
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3.3.1. Prvi eksperiment — Izvijanje Stapa upetog na jednom kraju

Prilikom prvog eksperimenta, Stap duljine 37.6 centimetara vertikalno je postavljen na
staticki okvir na nacin da je na jednom kraju upet, a u drugom slobodan (Slika 15). Na vrhu
slobodnog kraja Stapa postavljena je plasti¢na kapica koja omoguéava vezanje plosnate
dasc¢ice pomocu tanke niti konca za pecanje. Nit i das¢ica su postavljene tako da se nalaze
direktno ispod upetog lezaja, a sila koja djeluje na Stap uvijek usmjerena vertikalno prema
dolje. Funkcija drvene dascice je olakSano postavljanje utega, tj. izbjegavanje doticaja sa
Stapom. Nit konca za pecanje objeSena je na plasticnu kapicu. Tijekom eksperimenta
naizmjeni¢no se dodaju utezi na plosnatu das¢icu i kamerama slika cijeli sustav te biljezi
koli¢ina i vrsta utega koji u tom trenutku opterecuju Stap. Kasnije se razliciti utezi i dascica
vazu pomocu digitalne vage i dobiva se to¢na sila pri kojoj Stap popusta. Uslijed
inkrementalnog povecéanja optereéenja Stap se kontinuirano savijao, ali pri odredenoj
vrijednosti opterecenja vise nije mogao zadrzati stabilnu ravnotezu. Ru¢no smo zaustavili
daljnje savijanje Stapa kako ne bi doslo do loma. O¢ito se tu radilo o labilnoj ravnotezi koja

je vodila u kolaps.

V

Slika 15: Prvi eksperiment
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3.3.2. Drugi eksperiment — Izvijanje Stapa zglobno oslonjenog na oba kraja

U drugom eksperimentu koristi se Stap duljine 68.4 centimetara koji je takoder vertikalno
postavljen na okvir, ali u ovom slucaju je na oba kraja postavljen u zglobnom lezaju. Na
donjem lezaju nalazi se utor u kojeg se polaze donji kraj Stap koji je prethodno oblikovan po
obliku leZzaja. Na gornjem kraju Stapa napravljen je kanali¢ u kojeg se postavlja ¢avli¢ koji
omoguéava zaokret. Stap optereéujemo kontroliranim pomakom preko navoja na gornjem
osloncu, dok je donji oslonac nepomican, ali se na njemu nalazi mjerna doza pomoc¢u koje
mjerimo vrijednost sile na digitalnom mjeratu. Mjera¢ takoder pokazuje veli¢inu
vertikalnog pomaka gornjeg oslonca uhvaéenog pomocu digitalne mikro ure. Pri dodavanju
sile, biljeze se pomak i sila dok se kamerama slika sustav za daljnju analizu. Sli¢no kao i u
prethodnom eksperimentu, ovdje je doslo do kontinuiranog savijanja Stapa pri svakom
novom inkrementu pomaka na gornjem osloncu. Eksperiment je zavrsen kada se gornji

oslonac viSe nije mogao pomicati (kraj navoja), a ravnoteza je u svim koracima bila stabilna.

o —

Slika 16: Drugi eksperiment
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3.4. Rezultati
3.4.1. Prvi eksperiment — Izvijanje Stapa upetog na jednom kraju

Rezultati eksperimenata dobiveni su analizom pomaka to¢aka u programu GOM Correlate,
prethodno slikanih sustavom kamera za 3D opticko mjerenje pomaka i deformacija.
Dobiveni podaci za kut rotacije to¢ke na slobodnom kraju Stapa u razlic¢itim stadijima su
zatim ubaceni u algoritam zapisan u programu Wolfram Mathematica koji za svaki od njih
izbacuje elasti¢nu liniju nosaca te vrijednost sile u Stapu. To se radi s ciljem usporedivanja
teorijskih predikcija s eksperimentima. Slika 17 prikazuje Stap u mirovanju, optereéenog
samo s tezinom das¢ice privezane koncem za pecanje za ¢iju je tezinu od 2,59N program
kalibriran kao pocetni stadij s pomacima tocaka od nula milimetara. Slika 18 pak pokazuje
maksimalni pomak to¢aka Stapa u zadnjem stadiju prije potpunog gubitka stabilnosti.
[zmjereni su pomaci Stapa u ukupno 56 stadija. Tocke od 1 do 6 rasporedene su po Stapu od
vrha do dna i pomoc¢u njih se odreduje pomak Stapa u uzduznom i popre€nom smjeru u
svakom stadiju. Detaljno se promatra toc¢ka 1 koja se nalazi na samom vrhu $tapa. Pomaci
su ostvareni dodavanjem utega razli¢itih masa (100g, 7.45g, 6.2¢g, 5g i 3.65g) od veéih prema

manjim.

Slika 18: Nulti stadija Stapa bez pomaka Slika 17: Posljednji stadij Stapa s maksimalnim
pomacima
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Slika 19: Prikaz pomaka toc¢ke 1 u odnosu na optereéenje

Graficki prikaz pomaka tocke 1 kroz stadije prvog eksperimenta pri opterecenju nalazi se u
slici 19. Radi brzeg priblizavanja kriti¢noj sili, u prvih 8 stadija koristili su se utezi od 100
grama nakon ¢ega se preslo na manje utege, od 7.45 grama do 3.65 grama kroz preostale

stadije. Stap potpuno gubi stabilnost pri sili od 12.5 N.

Poznati parametri su maksimalna izmjerena rotacija to¢ke na slobodnom kraju @ =11.754°,

duljina $tapa [ 37.6cm i krutosti materijala EI 720410.5N/mm?. Ti se parametri uvrtavaju u
program Wolfram Mathematica, pripremljen za izra¢un optereéenja i pomaka teorijskog
modela Stapa za svaku izmjerenu vrijednost kuta zaokreta slobodnog kraja. Usporeduju se

teorijski model i podaci dobiveni analizom u programu GOM Correlate:
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Slika 20: Usporedba pomaka u x smjeru modela i eksperimenta

Slike 201 21 crvenom linijjom prikazuju pomak tocke na vrhu Stapa u x i y smjeru, pri ¢emu
treba naglasiti da je x smjer okomit na os Stapa, a y je smjer uzduz pocetne osi Stapa. Plavom
linijjom prikazan je teorijski pomak toc¢ke za Stap iste duljine i krutosti. Vidljivo je dobro

poklapanje rezultata u oba slucaja.

Iz slike 22 moze se primijetiti da se sila u osloncu eksperimenta tezi pribliziti k teorijskoj
sili za taj kut zaokreta. U teoriji, Stap se ne deformira dok nije dosegnuta vrijednost Eulerove
kriti¢ne sile, a nakon toga sila nastavlja rasti uz poveéanje pomaka i zaokreta. Dobivena
vrijednost Eulerove kriti¢ne sile za ovaj slucaj iznosi Fy,- = 12.04 N inaslici 21 predstavlja
sjeciSte plave linije s vertikalnom osi (§to odgovara pomaku nula). U eksperimentu se vidi
da zbog pocetnih imperfekcija (neravnost Stapa, ekscentricitet sile i sl.) i relativno male
krutosti Stapa dolazi do savijanja Stapa pri vrijednostima sile znatno manjima od Fj,.. Ipak,
vidi se da eksperiment, jednom kada je Stap dovoljno savinut, konvergira teorijskim

rezultatima.
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Slika 21: Usporedba pomaka u y smjeru modela i eksperimenta
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Slika 22: Usporedba sile u osloncu modela i eksperimenta
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Slika 23: Usporedba elasticne linije modela i eksperimenta

Usporedba elasti¢nih linija modela i eksperimenta prikazana je na slici 23. Odredeni su
polozaji svih to¢aka na Stapu u X i z smjeru za jedan stadij, u ovom slu¢aju posljednji.

Jasno je vidljivo podudaranje krivulja modela 1 eksperimenta.
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3.4.2. Drugi eksperiment — Izvijanje Stapa zglobno oslonjenog na oba kraja

Na sli¢an nacin kao u prvom eksperimentu se dobivaju podaci za Stap oslonjen zglobno u

oba kraja.

Slika 24: Oc¢itavanje uzduznog pomaka u osloncu i poprecnog
pomaka u sredini Stapa u programu GOM Correlate

Iz programa GOM Correlate iSCitavaju se potrebni podaci za usporedbu s teorijskim
modelom poput popreénog pomaka tocke na sredini Stapa, uzduznog pomaka tocke na
pomi¢nom osloncu, dok se sila mjeri na donjem osloncu. Za razliCite vrijednosti kuta
zaokreta toCke najblize gornjem osloncu. U programu Wolfram Mathematica se dobivaju

rezultati koji se mogu usporedivati s podacima iz eksperimenta.

Slike 25 i 26 prikazuju preklapanje stvarnih pomaka Stapa iz eksperimenta s njihovim
teorijskim vrijednostima modela. Podudarnost oba dijagrama je visoka, a manja odstupanja
se mogu pripisati nedostatku moguénosti mjerenja kuta zaokreta iz dodirne tocke Stapa i
lezaja. Mjerenje kuta zaokreta se vr$ilo na ozna¢enim tockama udaljenim 11mm od gornjeg

oslonca i 21mm od donjeg.
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Slika 25: Usporedba popreé¢nog pomaka sredine Stapa modela i eksperimenta
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Slika 26: Usporedba uzduznog pomaka oslonca modela i eksperimenta
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Slika 27: Usporedba sile u osloncu modela i eksperimenta

Na slici 27 primjeéuje se odstupanje stvarne sile u osloncu od vrijednosti modela. Moguce
je daje do nepreciznosti doslo zbog nedostatka boljeg leZaja na gornjem osloncu te je izmedu
ploc¢ice za dodavanje sile i improviziranog zgloba doslo do sile trenja koje je otezavalo

zaokret u zglobnom leZaju i izazvalo povecanje sile.

Podudaranje elasti¢nih linija modela i eksperimenta vidljivo je na slici 28.
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Slika 28: Usporedba elastic¢ne linije modela i eksperimenta
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4. ZAKLJUCAK

U ovom radu izvedeni su matematicki izrazi za Eulerovu kriti¢nu silu za 4 uobicajena uvjeta
oslanjanja te su dodatno, uzimaju¢i u obzir velike pomake i rotacije, izvedeni izrazi koji daju
elasticnu linijju nosaca i odgovarajuéu silu nakon izvijanja. Ti su teorijski rezultati
verificirani na nacin da se usporeduju deformacije Stapa teorijskog modela s vrijednostima
dobivenim kroz eksperimente kao i sile pri kojima su one nastale. Prije svega, za
pretpostavku ponaSanja nekog materijala potrebno je znati njegove materijalne 1
geometrijske karakteristike. Buduéi da se u eksperimentima koristio $tap ¢ija je krutost bila

nepoznata, trebalo ju je odrediti eksperimentalno.

Specifi¢ni popre¢ni presjek Stapa zahtijevao je izratun momenta tromosti te odredivanja
slabije osi. Young-ov modul elasti¢nosti je izracunat jednostavnim pokusom na konzoli

mjereéi silu 1 progib.

Nakon odredivanja krutosti Stapa, izvedena su dva eksperimenta. U prvom eksperimentu
Stap se postavlja u upeti lezaj u jednom kraju, a slobodan u drugom, dok je u drugom
eksperimentu Stap zglobno oslonjen na oba kraja. Pri zavrSetku mjerenja prikupljeni podaci

se obraduju i sistematiziraju u programu GOM Correlate.

Usporedbom tih podataka s vrijednostima teorijskog modela izvijanja $tapa koje je moguce
dobiti pomocu programa Wolfram Mathematica dobiveno je zadovoljavajuce podudaranje.
Iz grafova se moze vidjeti jasno preklapanje krivulja pomaka za x 1 y smjer u oba
eksperimenta. U prvom eksperimentu krivulja sile prilazi vrijednosti modela, ali u drugom
je stvarna sila oko 20% veca od teorijske. Takvo nepodudaranje je moglo nastati zbog ne
idealnih uvjeta oslanjanja Stapa u zglobni lezaj koje je izazvalo trenje izmedu vrha Stapa i
lezaja. Sila trenja je mogla izazvati otezani zaokret Stapa te pridonijeti vrijednosti sile koja
je izmjerena. Kako bi se otklonili takvi problemi u buduc¢im eksperimentima trebalo bi
posebno pripaziti na izvodenje oslonaca te podmazivanjem osigurati da trenje bude

minimalno.
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