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Eksperimentalna valid  

 

 

 do gubitka stabilnosti te pojave 
ijalu od kojeg 

oslanjanja. Prika
 za  . Nadalje, 

-zglob i upeto-slobodno) izvedeni su izrazi za silu u post-
i u obzir velike pomake i zaokrete. Za ta  i 

 mjerenjima te usporedba teorijskih vrijednosti i 
rezultata koji su dobiveni kroz eksperimente. 

i zaokreti 

 

 

 

 

Experimental validation of theoretical predictions for buckling of slender columns 

 

Abstract: 

Loading a slender column with a centric compressive force can lead to loss of stability and 
buckling. The force at which buckling occurs is called the critical force, which depends on 
the material from which the column is made, its geometric properties and the type of supports 
at the ends. Mathematical expressions for the critical force (Euler's formulae) are presented 
for the four most common support combinations. Furthermore, mathematical expression for 
the post-critical force for two support combinations (hinged-hinged and clamped-free) are 
derived by accounting for large displacements and rotations. For these two cases, 
experiments with optical measurements were performed and, finally, a comparison of the 
theoretical values and experimental results is given. 

Keywords: buckling, Euler  formulae, critical load, elastica, large displacements and 
rotations 
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1. UVOD

. Ukoliko  u vrijednost do koje je ravan 

 dolazi do gubitka stabilnosti a te nastupa izvijanje. Ta se 

a a sila  oznakom . Gubitak stabilnosti 

uzrokovan izvijanjem 

mostova, stupova dalekovoda i dizalica, kod kojih jedan ili v izgubiti 

stabilnost pri prevelikom   

osnog opter  F kao i zbog . 

savijanja. Pri tom stanju, r   zadovoljavala uvjet 

iti gubitak stabilnosti dijelova konstrukcija. 

pri kojoj dolazi do izvijanja o njegovoj vitkosti, materijalu 

geometrijskim svojstvima i na koji  

Teorija koja do

nje nastupiti pri 

teorija uz to pokazuje 

 

- rmiranje 

nakon izvijanja) po teoriji koja u obzir uzima velike pomake i rotacije. 

nom kraju upeto, a slobodan u drugom kraju, dok je u drugom 

 eno eksperimentalno 

 mjerenjem, te je naposljetku provedena usporedba teorijskih vrijednosti 

s vrijednostima dobivenim kroz oba eksperimenta 
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2. OSNOVE 

relativno mal

mogu biti veliki. 

 2.1.  

Leonhard Euler 1774. godine 

na koji su eni krajevi Krajnji cilj metode je 

pronal  

  izvijanje 

. 

2.1.1.  

(Slika 1.a) 

u  manje vrijednosti od  . U trenutku kada sila 

Slika 1  i b) za  [1] 
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postigne jednaku vrijednost kao sila n i krivocrtan

(Slika 1.b). 

na nekoj udaljenosti x od donjeg oslonca dolazi do pojave momenta 

savijanja: 

 

gdje je  .  

: 

 

gdje je   

kojoj je fleksijska krutos  se razloga u izraz uvodi  koji predstavlja 

 Prethodna a se 

 se pretpostavljaju 

vrlo mali progibi:  

 

 i  

  suprotni, neovisno o izboru pozitivnog smjera koordinate osi z. 

Dodavanjem oznake: 

 

 

koeficijentima:  
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Iz rubnih uvjeta se ju konstante integracije A i B: 

 

Da je B jednako nuli saznaje se iz prvog uvjeta : 

 

Iz drugog se uvjeta tada : 

 

  za    

 

 

se  

 

 

 

3) i (9) 
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Tabli  

za 1, 2 i 3.  

 

Iz tablice proizlazi da  

 se a ne sile pri kojoj 

se  koja iznosi: 

 

To je v  

 (11), dok progib ostaje 

 

 

 

 

 

 

Tablica 1  

Slika 2
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i promatrana 

 (2) koja zbog teorije drugog reda vrijedi za male 

pomake. Ukoliko se a progiba, mora se a diferencijalna 

a (1)  

Slika 2  (1) krivuljom AB, dok crtkana krivulja BC predstavlja 

izvijanje u 

 (2)

 

2.1.2. obodan 

a se 

savijanja se javlja u nekom presjeku izv  (Slika 3.b) : 

 

Slika 3
slobodan: a) oblik za  i b) za  [1] 
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Diferencijalna jedna  

 

koja se  

 

za koju vrijedi: 

 

 (15) 

 glasi: 

 

 3.b: 

 

dok u slobodnom kraju vrijedi: 

 

Iz uvjeta (17) iti da je pa je: 

 

uvjetu (18)  

 

 se  

 

 , to jest   : 
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2.1.  

oblik  (Slika 4.b)  se pojavljuju reakcije  i reaktivni moment  

 

 

 

 

 

Slika 4
 i b) za  [1] 
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se dobiva: 

 

 (25) glasi: 

 

reakcija  

 

 

 

Derivacijom tih izraza (27) dolazi se do: 

 

 (27.a)  iti: 

 

Iz rubnog uvjeta (27.b) dolazi se do: 

 

Uvrste li se dobivene vrijednosti konstanti A i B u izraz (26) dobiva se a 

linije oblika: 
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Slika 5  

 

Iz posljednjeg rubnog uvjeta (27.c) dolazi se do: 

 

 izraz se  

 

 

 

  i funkcije   (32). 

Vrijednost najmanjeg korijena te je  
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2.1.4. p upet na oba kraja 

 

Pretpostavlja se  (Slika 6.b)

 

 

 

 

 

 

Slika 6 a: a) oblik za  i b) za  [1] 
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dolazi se do: 

 

 

 

Rubni uvjeti glase: 

 

 

 

 

Derivacijom izraza (37) dolazi se do: 

 

Iz rubnog uvjeta (38.a)  iti: 

 

Iz (38.b) slijedi da je  

 (37)  

 

 

 

Rubni uvjet (38.c) daje: 
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S time da je  , dobiva se: 

 

Iz rubnog uvjeta (38.d), dolazi se do: 

 

 

 

 (43) i (44) su zadovoljne ako su: 

 

Za  

 

Ako se  (13), (22), (33) i (45)  primijetiti 

da je   u silu  

 

   

 

  

Ako : 
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u kojem je  duljina 

sinusoide. 

Slika 7  uz njihove duljine 

izvijanja  

 

 

 

 

    
 

    (50) 

    
 

rimijetiti 

 

Slika 7  
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Slika 8  

2.2. 
rotacijama 

Kod ovog pris

 

ordinatu 

 

2.2.1. Izvijanje konzolne grede 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ako se po koordinatnim osima sa slike 8 mjeri udaljenost  

, gdje je  kut zaokreta 

  

ovoj krutosti 
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-u i tenjem: 

 

dolazi se do: 

 

 te integrirati: 

 

u kojoj je . Nakon i  

 

gdje je  

vrijedi   ega glasi: 

 

i dolazi se do: 

 

 uvijek negativan. Dobiva se: 

 

tave granice integrala: 
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.

 

 ,   

 

 

 

 

Dobiva se: 

 

 . 

Vrijednost integrala  ovisi samo o  i 

vrijednosti . n je softver Wolfram Mathematica 

 

 i  , onda se izraz  
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Ukoliko vrijednost kuta raste, vrijednosti sile P i 

integrala   

Treba naglasiti da je na ova  

i y smjeru) za bilo koju vrijednost kuta 

detalji dani su u [2], a ovdje  

2.2.2. Izvijanje proste grede 

 na sredini duljine 
 jednak progibu  za sl

samo pola proste grede 
 

 

zbog simetrije, kut  je na polovici grede jednak nuli. Iz tog se razloga integrira samo 
polovica duljine grede. 
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3. EKSPERIMENTALNA MJERENJA 

Prije sa  

 3.1.  

 bukve , tako da 

di o kompozitnom presjeku. 

slici 9 o nalazi s 

 

Duljinu tetive  i vi   se 

kako bi se o  

 

 

 

 

 

Slika 9  
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Nadalje se : 

 

koristi se radijus  i kut  u radijanima prema formuli 

danoj u [5]  

vrha presjeka. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Slika 10  
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te minimalni i maksimalni drugog reda ( i )

 danima u [5] i [6] : 

  

 

 

Dobiveni parametri se u s parametrima koji se ju iz programa AutoCAD 

 uz kori  naredbe MASSPROP, slika 11: 

Slika 11: Provjera rezultata u programu AutoCAD 
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Slika 12: Pokus za izra -  

3.2.  

- E  nepoznat,  
-

om na slobodnom kraju 
za koju se progib   izr  

 

gdje je  10 cm duljina konzole,   je prethodno 
 a sila   

kraju. Pomak  dobiva se preko mikroure  (Slika 12). Modul 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

nekoliko ra  pomaka  
silama. Iz dobivenih rezultata  koja se koristi kao modul 

 je 1441.1972 
N/mm2. 

Iz slike 13 treba primijetiti da modul e
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0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800
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Sila [N]

Slika 13  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3. Postupak mjerenja 

Za erenje pomaka i deformacija 

 koristio se sustav GOM mbH PONTOS (slika 14).  

 
 
 
 

 

Slika 14: Sustav kamera za 3D  [7] 
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3.3.1. Prvi eksperiment  jednom kraju 

ine 37.6 centimetara vertikalno je postavljen na 

na jednom kraju upet, a u drugom slobodan (Slika 15). Na vrhu 

ava vezanje plosnate 

ca za pecanje. 

direktno ispod upet , a 

dolje. 

t konca za pecanje  je na . Tijekom eksperimenta 

naizmjen  i kamerama slika cijeli sustav te  

 koji u tom trenutku . 

 Uslijed 

avili 

je vodila u kolaps. 

Slika 15: Prvi eksperiment 
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3.3.2. Drugi eksperiment   

U drugom eksperimentu koristi se .4 centimetara koji je 

 Na 

ravljen je k

  kontroliranim pomakom preko navoja na gornjem 

mjerimo vrijednost sile na digita . 

vertikalnog pomaka gornjeg oslonca  ure. Pri dodavanju 

e se pomak i sila dok se kamerama slika sustav za daljnju analizu. 

prethodnom eksperimentu, ovd

novom inkrementu pomaka na gornjem osloncu. Eksperiment je en kada se gornji 

cima bila stabilna. 

 

Slika 16: Drugi eksperiment 
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Slika 18: Nulti  Slika 17
pomacima 

3.4. Rezultati

3.4.1. Prvi eksperiment  Izvijanje  

Rezultati eksperimenata dobiveni su analizom pomaka u programu GOM Correlate, 

prethodno slikanih sustavom . 

Dobiveni podaci za kut rotacije t su 

algoritam zapisan u programu Wolfram Mathematica koji za svaki od njih 

 radi s ciljem 

teorijskih predikcija s eksperimentima. Slika 17 

  od 2,59N program 

kalibriran ka Slika 18 pak pokazuje 

maksimaln  a u zadnjem stadiju prije potpunog gubitka stabilnosti. 

  od 

vrha do dna i   

svakom stadiju.  samom  Pomaci 

.45g, 6.2g, 5g i 3.65g) 

manjim.  
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Slika 19  

0
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0 2 4 6 8 10 12 14

Po
m

ak
 [m

m
]

Sila [N] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ke 1 kroz stadije prvog eksperimenta  nalazi se u 

slici 19. Radi ili su se utezi od 100 

grama .45 grama do 3.65 grama kroz preostale 

ilnost pri sili od 12.5 N. 

Poznati parametri su maksimalna izmjerena rotacija 11.754 , 

duljina  37.6cm i krutosti materijala  720410.5N/mm2. Ti se parametri uvr vaju u 

program Wolfram Mathematica, pripremljen za iz

 za svaku izmjerenu vrijednost kuta zaokreta slobodnog kraja

teorijski model i podaci dobiveni analizom u programu GOM Correlate: 
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Slika 20: Usporedba pomaka u x smjeru modela i eksperimenta 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Slike 20 i 21 crvenom linijom prikazuju po

treba naglasiti da je x smjer okomit na os  Plavom 

. Vidljivo je dobro 

poklapanje rezultat  

Iz slike 22 se sila u osloncu 

sili za taj kut zaokreta. 

iznosi  i na slici 21 predstavlja 

mpe

. Ipak, 

rezultatima. 
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Slika 21: Usporedba pomaka u y smjeru modela i eksperimenta 

Slika 22: Usporedba sile u osloncu modela i eksperimenta 
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Slika 23  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Jasno je vidljivo podudaranje krivulja modela i eksperimenta. 
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Slika 24
 

3.4.2. Drugi eksperiment  Izvijanje  

oba kraja. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Iz programa GOM Correlate i usporedbu s teorijskim 

modelom 

, dok se  kuta 

ncu. U programu Wolfram Mathematica se dobivaju 

rezultati .  

Slike 25 i 26 prikazuju preklapanje stvarnih p

teorijskim vrijednostima modela. Podudarnost oba dijagrama je visoka, a manja odstupanja 

 

oslonca i 21mm od donjeg. 
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Slika 25  

Slika 26: Usporedba  
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Slika 27: Usporedba sile u osloncu modela i eksperimenta 
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Slika 28:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Na slici 27 

 avalo 

zaokret u zglob   

Po erimenta vidljivo je na slici 28. 
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4. 

U ovom radu 

e i rotacije, izvedeni izrazi koji daju 

verificirani se  teorijskog modela s vrijednostima 

dobivenim kroz eksperimente kao i sile pri kojima su one nastale. Prije svega, za 

 materijalne i 

geometrijske  

nepoznata, trebalo ju je odrediti eksperimentalno. 

S

slabije osi. Young- na konzoli 

 

 izvedena su dva eksperimenta. U prvom eksperimentu 

, dok je u drugom 

eksperimentu na oba kraja. 

GOM Correlate. 

Usporedbom tih podataka 

Wolfram Mathematica . 

y smjer u oba 

eksperimenta. U prvom eksperimentu krivulja sile prilazi vrijednosti modela, ali u drugom 

 ne 

je izmjerena. sperimentima trebalo bi 

odmazivanjem osigurati da trenje bude 

minimalno. 
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