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StatiCka analiza geometrijski to¢nim 3D
grednim elementom
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Sazetak

U radu je ukratko predstavljena nelinearna geometrijski tocna teorija greda. Izveden i
implementiran je konaéni element na temelju te teorije. Takoder je opisana Newton-
Raphsonova iteracijska metoda, koja ukljucuje azuriranje vrijednosti s posebnim naglaskom na
neograni¢eno velike 3D rotacije. Ovaj algoritam je bitan za samo programiranje metode
konaénih elemenata. Na kraju je element testiran preko standardnih numeri¢kih primjera iz
literature.
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1 Uvod

Teorija geometrijski to¢nih greda je matematicka formulacija, koju koristimo za opis vrlo
fleksibilnih konstrukcija, koje mogu biti izlozene proizvoljno velikim rotacijama. Primjene
ukljucuju mehanicku analizu lopatica helikoptera, antene na satelitima, vjetroelektrane, ¢elicno
uze zicara itd. U ovom radu prikazati ¢emo konaéni element temeljen na ovoj teoriji, kojega su
prvotno razvili Simo i Vu-Quoc [5]. U poglavlju 2 predstavljamo bitne jednadzbe problema te
postupak azuriranja. U poglavlju 3 prikazujemo rezultate naSeg koda, testiranog na dva
odabrana numericka primjera.

2 Metodologija
2.1  Teorija

Neka bude {€; e, €3} baza koordinatnog sustava, u kojom se nalazi greda. Baza u
materijalnima koordinatama je oznacena {E; E, E3}. Geometriju grede moze se opisati
preko tezisnice i popre¢nog presjeka. Neka polozaj teZiSnice oznacava vektor X, Koji ovisi od
krivocrtne koordinate s. Ravnotezne jednadzbe problema glase [4]

n+n*'=0 i m+xxf+m==0. (@8]

gdje ()" oznacava derivaciju duz tezi$nice ()’ = d()/ds, n i m su rezultantna presjecna sila i
moment, a n®** i m®' su optereéenja silom i momentom na jedinicu duljine nosaca.
Rezultantna presje¢na sila i moment izraGunavaju se preko konstitutivne matrice c i
odgovarajucih deformacijskih mjera.

n m"=c{y o}, )

gdje je y vektor osne i tangencijalnih deformacija (y = x’ — t;) dok je t; = A e5 jedini¢ni
vektor okomit na popreéni presjek, a w vektor ukrivljenosti. Koordinate prostora i materijala
mozemo povezati preko rotacijske matrice A u SO(3). Kako je sustav nelinearan zbog
prisutnosti specijalne ortogonalne grupe SO(3) u definiciji matrice ¢ = A C AT, rjesavamo ga
nelinearnom metodom konacnih elemenata. Matrica C je dijagonalna materijalna konstitutivna
matrica koja sadrzi odgovarajuce krutosti poprecnog presjeka (C=
diag(GA,, GA,,EA,EI,ElL, Gl,)), gdje su E i G moduli elasti¢nosti i smicanja materijala, A je
povr§ina poprecnog presjeka, A; i A, su smi¢ne povrsine prosjeka duz glavnih osi presjeka, I; i
I, su osni momenti povrsine drugog reda obzirom na odgovarajuce glavne osi presjeka, a I, je
torzijska konstanta presjeka. Po¢nemo s varijacijskim ra¢unom

f(n’+ne"t)‘n+(m’+x’><f+me"t)-lljds:0, 3)
L

gdje je varijacija pomaka oznacena s 1, a varijacija rotacija sa §. Ovo mozemo zapisati u
matri¢nom obliku
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U nastavku je potrebno izraz (4a) linearizirati za rjeSavanje Newton-Raphsonovom metodom.
Detajli su prikazani u [5].

2.2 Element

Pretpostavimo, da imamo element s brojem ¢vorova n. Neka X; i X oznaavaju polozaje
¢vorova i njihovu interpolaciju, U; i U iterativne priraste ¢vornih pomaka i njihovu interpolaciju
te ©; i 9 iterativne priraste &vornih rotacija i njihovu interpolaciju. Neka A(s) oznacava
interpolirane konac¢ne rotacije. Priblizno rjeSenje dobiva se interpoliranjem ¢vornih vrijednosti
funkcijama oblika N;(s), za koje u ovom radu uzimamo Lagrangeve polinome redan — 1.

X =) MK, W)=Y NGO i3 =) NEe.  (50)

Kada umetnemo interpolacije (5) u lineariziran izraz (4a), dobijemo sljedeci sustav linearnih
jednadzbi [1]
(Kl(,lj) + Kl(Z.)) r = Fext — fint (6a)
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Kij = N;N! N/N; + [’ A (6e)
o |MX]IN;N; —[mX]N/N; + [x" X][n X] N;N;
E) sada oznacava diskretni oblik diferencijalnog operatora
- _ N{1 0
‘-‘i(s) - _Ni [X’ X] Ni/l]- (7)

Globalna ravnoteza problema za odabranu mrezu konaénih elemenata uspostavlja se na
standardan nadin [6], kao i unoSenje uvjeta oslanjanja. RjeSavanjem dobivene jednadzbe u
svakoj iteraciji Newton-Raphsonovog postupka dobivaju se iterativni prirasti pomaka i rotacija
u svim ¢vorovima mreze. Vrijednosti koje je potrebno azurirati su
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Xpo=X;+U; i A(s):=exp(9(s)) A(s), (8a,b)
gdje je
exp(\‘)(s)) =1+ sinﬁ(ﬁ) [9 %]+ 1_:;7(;5(19)[,9 x]? 9)

Zakrivljenost se moze izracunati jednadzbom koju su izveli Jeleni¢ i Saje u [3]

sin(¥)\9 -9’ sin(99) 1 — cos(¥)
w(s):=(1- + 9+ IxI
) 92 9 92 (10)
1—cos(¥)I - w sin(¥9)
+ cos()w + 3 3 9+ 3 9 X w.

Deformacije i zakrivljenosti u koordinatama materijala sada se racunaju kao k(s) = ATw i
I'(s) = ATx' — E5. Na temelju azuriranih pomaka, rotacija, deformacije i zakrivljenosti sada
mozemo azurirati presjecne sile i momente pomocu (2) te ponoviti postupak (6)-(10) do
dosegnute zeljene tocnosti.

2.3 Algoritam

Analiza polazi od poznatog pocetnog stanja. Njegov potpuni opis ukljucuje polozaje ¢vorova,
povezanost medu ¢vorovima, stupnjeve slobode i rubne uvjete, koji se dijele na kinematicke
(pomaci i rotacije) i stati¢ke (sile i momenti) rubne uvjete. Reducirana integracija se koristi, da
bi se izbjeglo pojavi shear-lockinga [5]. Budu¢i da imamo posla s pojavom u trima
dimenzijama, trebamo ispravno azurirati vrijednosti rotacija. Pomaci su linearni i se mogu
zbrojiti, medutim rotacije nisu. Za azuriranje rotacije moramo pomnoziti eksponencijalnu mapu
iteracijskih prirasti rotacija s postojeCom rotacijskom matricom (8). AZzuriranje rotacije S mora
provesti u Gaussovim integracijskim tockama. Zakrivljenost se azurira uz pomo¢ jednadzbe
(10).

3 Rezultati

Odabrali smo dva poznata numeri¢ka primjera iz literature kako bismo potvrdili ispravnost
koda. Oba primjera su trodimenzionalna. Ovi testovi su ¢isto akademski i nemaju stvarnog
fizickog znacenja. Njihova jedina svrha jest testirati numeri¢ku metodu do krajnjih granica.
Tocnost postupka je vidljiva iz usporedbe s rezultatima drugih autora, koji dobivaju iste
rezultate s razli¢itim tehnikama rjeSenja. Prvi primjer je savijanje grede u spiralu [2]. Drugi
primjer je test izvijanja pravokutnog okvira [5].

3.1  Spiralni test
U slobodnome kraju konzolnog nosaca postepeno nanosimo moment oko vertikale i vertikalnu

silu te tako savijamo konzolu u spiralu. Za dobivanje numerickih rezultata koristili smo podatke
iz [2]; greda duljine L = 10, aksijalna i posmic¢na krutost EA = GAs = 10*, fleksijska i
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Slika 1. Spirala: rubni uvjeti i deformiran oblik  Slika 2. Spirala: pomak krajnje tocke

torzijska krutost EI = GI, = 102. Na slobodnom kraju djeluje moment M, = 200x i sila F, =
50. Domenu diskretiziramo sa 100 linearnih elemenata s reduciranom integracijom. Nanesena
sila i moment se dodaju istovremeno u 219 koraka. Analiticki, ¢isto savijanje rezultira u krivulji
s polumjerom p = EI/M [5]. Medutim dodajemo silu izvan ravnine kako bismo formirali
spiralu (slika 1). Kao $to je izvijestio Ibrahimbegovic [2], rjeSenje nije trivijalno jer se
izmjenjuju pozitivni i negativni pomaci (slika 2). Analiza je vrlo osjetljiva na broj koristenih
koraka. Rezultati se podudaraju s [2].

3.2 lzvijanje pravokutnog okvira

Pravokutni okvir je pridrzan na oba kraja osloncima, koji omogucuju rotaciju u ravnini okvira,
slika 3. Oba kraka okvira su duljine L = 1. Aksijalna krutost je EA = 1282320, posmi¢na
krutost GA; = 587322, fleksijska krutost El,, = 38469,6, El,, = 96174000 i torzijska
krutost GI, = 58732,2. Okvir je opterecen suprotno orijentiranim momentima vrijednosti M, =
650 u krajnjim tockama. Svaki krak podijeljen je u 5 kvadratnih elemenata sa reduciranom
integracijom. Analiza je podijeljena u nekoliko faza. U prvoj fazi dodajemo perturbacijsku silu
FE,=0,1 u smjeru y u 10 koraka metodom Newton-Raphson. U drugoj fazi koristimo
cilindriénu arc-length metodu za dodavanje momenta M, u oba oslonca istovremeno. Na
pocetku koristimo luk duljine AS = 0,1, ali takoder smo implementirali algoritam dijeljenja
koraka za automatsko smanjenje AS [6]. Kad dosegnemo kritiéni moment, zaustavljamo arc-
length metodu. U tom trenutku idemo na trecu fazu i uklanjamo perturbacijsku silu E,. | to
radimo u 10 koraka Newton-Raphsonovom metodom. Nakon uklanjanja perturbacije,
nastavljamo s posljednjim, ¢etvrtom fazom. Ovdje nastavljamo s prethodno prekinutom arc-
length metodom dok ne postignemo kona¢ni moment M,. Ovo je ekstremni primjer, gdje
razmatramo savijanje, izvijanje, velike rotacije i velike pomake. Dobivene krivulje na slici 4
to¢no odgovaraju rezultatima Sima i Vu-Quoca [5].
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Slika 3. Pravokutni okvir: rubni uvjeti i opce Slika 4. Pravokutni okvir: popre¢ni pomak
deformirano stanje vrha

4 Zakljucak

Isprogramirali smo konaé¢ne elemente koje su razvili Simo i Vu-Quoc u [5] i provijerili rezultate
preko numeri¢kih primjera. Metodu smo testirali na spiralni test kojeg je predlozio
Ibrahibegovic i test izvijanja pravokutnog okvira, kojeg su predlozili Simo i Vu-Quoc. Rezultati
se potpuno podudaraju Sto svjedo¢i 0 tome, da je nasa implementacija dobra platforma za
daljnji razvoj.
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