Geometrijski tocni 3D gredni element - SE(3)
formulacija

Tomec, Jan; Jelenié, Gordan

Source / Izvornik: Zbormik radova jedanaestog susreta Hrvatskog drustva za mehaniku,
2021, 293 - 297

Conference paper / Rad u zborniku

Publication status / Verzija rada: Published version / Objavljena verzija rada (izdavacev
PDF)

Permanent link / Trajna poveznica: https://ur.nsk.hr/um:nbn:hr:157:857751

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-06-24

mage nof|found or type unknmﬁ?pos,tory / RepOZItOI’Ij.'

Repository of the University of Rijeka, Faculty of Civil
Engineering - FCERI Repository

Mage noffpund or type unknown

U n I r DIGITALNA
KNJIZNICA



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:157:857751
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.gradri.uniri.hr
https://repozitorij.gradri.uniri.hr
https://www.unirepository.svkri.uniri.hr/islandora/object/gradri:1277
https://dabar.srce.hr/islandora/object/gradri:1277

11. susret Hrvatskog drustva za mehaniku 1
16.117. rujna 2021., Rijeka

Geometrijski to¢ni 3D gredni element - SE(3)
formulacija

Tomec, J.1 i Jeleni¢, G.2

Sazetak

U ovome radu je kratko predstavljena geometrijski to¢na teorija greda, zapisana u Liejevi grupi
pomaka krutog tijela SE(3). Zapisane su jednadzbe za statiCku ravnotezu i provedena je
diskretizacija zapisa u konacni element. Na kraju je element testiran preko standardnog
numerickog primjera iz literature.

Kljucéne rijeci: Staticka analiza, nelinearna teorija greda, metoda konac¢nih elemenata,
neograni¢eno velike 3D rotacije, SE(3) interpolacija
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1 Uvod

Geometrijsku to¢nu teoriju greda i njezin kona¢ni element razvili su Simo [1] te Simo i Vu-
Quoc [2]. Sonnevile et al. prosirili su formulaciju na SE(3) grupu, odnosno grupu pomaka
krutog tijela. SE(3) element ima nekoliko prednosti, koje su zanimljive iz teoretskog, a i
numeri¢kog zornog kuta. Najvise se koristi element sa dva ¢vora, gdje ova interpolacija osigura
da rjesenje ostaje u grupi na cijeloj domeni elementa. VVektor zakrivljenosti je konstantan, $to
znaci da se vektor unutarnjih sila i matrica krutosti mogu jednostavno integrirati analiti¢ki.
Elementi viSeg reda su, za sada, vise-manje samo u domeni akademskog istrazivanja.

2 Kinematika grede

Geometriju grede opisujemo pomoc¢u deformabilne centralne linije i familije nedeformabilnih
poprecnih prosjeka, kroz koje ta linija prolazi. Centralna linija ne mora predstavljati tezi$nu os
nego moze biti proizvoljno odabrana linija. Svakoj to¢ki na centralnoj liniji pridruzujemo dvije
ortogonalne baze: prostornu bazu R = [e4, e, e5] | materijalnu bazu I = [E,, E,, E5]. Duljina
nedeformirane linije je L. Neka vektor x(§) € R3,¢ € [0, L] oznacava polozaj centralne linije, a
R(¢) € SO(3) orijentaciju presjeka. Polozaj proizvoljno odabrane tocke P na gredi je onda

xp(§,m,0) = x(§) + R(Oy(™. 0, 1)
gdje je y(n,{) = nE, + {E; = {0 n {}" polozaj tocke na popre¢nom prosjeku.
3 Liejeva grupa SE(3)

Liejeva grupa SE(3) je grupa pomaka krutog tijela. Pomocu nje, okvir (poloZaj i orijentacija
zajedno) centralne linije moze se zapisati kao

no - [FO = @

a okvir tocke P kao
M) = R(f) xp (&1, c)] ,,(5)[ y<nl’ 0] = H(OH,(,0) 3)

Derivaciju unutar SE (3) grupe provodimo pomocu Liejeve algebre se(3). Definirajmo operator
(), koji transformira vektor a = {a’, a}}” € R u Liejevu algebru

. _|ag a
a= [OT 0" € se(3), (4)

a gdje @, oznacava element Lijeve algebre so(3), tako da je agph = ag X b za proizvoljni
vektor b € R3. Derivacija okvira centralne linije H(&) je H'(§) =H(f)f@, a njegova
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varijacija je SH() = H(¢)Sh(Z). Ostale jednadzbe, koje se koriste unutar grupe, nalaze se u
radu [3].
4 Staticka formulacija
Ravnotezne jednadZbe problema u materijalnim koordinatama glase [1]

N-NxXxk+N=0 i M-NXy—-MXxk+M=0, (5)
gdje su N i M te N i M unutarnje, odnosno vanjske sile i momenti, ay i k su deformacije. Sve

veli¢ine su u materijalnim koordinatama. Pomo¢u SE (3) grupe i slijedec¢ih novih varijabli n =
(NT M™YT e = {y" k"}Tin = {NT M"}", jednadzba (5) moZe se zapisati i kao

(=}
)=

n-gn+n=0 E=[" '] (6)
Postuju¢i Hookeov elasticni zakon n = Ce, gdje je C = diag(EA,GA,,GA,, Gl ELL,ElL)
matrica materijalnih parametra, slabi (integralni) oblik ravnotezne jednadzbe (6) glasi

L
6W=f6hT(C£’—¥:TC£+ﬁ) dé = 0. (7
0

5 Diskretizacija

U metodi konac¢nih elemenata kontinuum, odnosno gredu razdijelimo na konaéne elemente.
Nepoznate veli¢ine definiramo u ¢vorovima na rubu elementa, a u samom elementu provodimo
interpolaciju. Dobra interpolacija ima slijedeca svojstva:

e  postuje prostor, u kojem se nalazi rjesenje,

e postuje invarijatnost obzirom na kretanje krutog tijela i

e  postuje invarijatnost obzirom na odabir referentne tocke.
U SE(3) postoji takva interpolacija samo izmedu dva ¢vora. Nazovimo ih ¢vor A i ¢vor B i
definirajmo okvir centralne linije kao

H(E) =Hyexp(§/Ld),  d=log(H; 'Hp). (8)

Derivacija se moze sada izratunati kao H'(§) = H(§) [T (% d) %] =H(¢) %, gdje zadnji

rezultat slijedi iz svojstva vektorskog produkta dd = 0. Iz toga dalje slijedi f=%, a

deformacija je definiranakao € = f — f, = dlﬂ, gdje indeks 0 oznacava pocetno stanje. Kako

se vidi iz jednadzbe, deformacija je konstantna.
Varijaciju &d jednostavno izrazimo iz jednadzbe (8) kao éd = P&h,g, gdje je Shyp
objedinjeni  vektor virtualnih pomaka u <¢vorovima A i B, a matrica P =
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[-T~'(-d) T~*(d)]. Varijacija deformacije glasi ¢ = §h’' + €5h = §f = %Sd = %P(ShAB.
Ovaj izraz se pojavljuje u virtualnom radu (7) u integralnom obliku, zato ga integriramo znajuci
da varijacija nestaje na rubu fOL Sh' + 8Sh d¢ = fOL £6h d¢,

L

f &5h d& = PShyy )

0

1z (7) i (10) te ¢injenice da je u odabranoj interpolaciji deformacija konstantna, slijedi konaéni
oblik rezidualnog vektora

L
Fres = PTCe— f Q"ndé =0 (10)
0

u kojom je koristena interpolacija varijacije okvira dh(§) = Q(¢)Sh,g, a interpolacijska
matrica je definirana izrazom Q(¢) = [I — %T (5 d) T '(d) it G d) T‘l(d)].

L L

6 Numericki primjer i zaklju¢ak

Gore zapisane jednadzbe smo isprogramirali u istrazivackom kodu i primijenili na znanom testu
savijanja konzole u krug [2]. Podaci su (EA,GA,,GA,, Gl EL,El,,L) =(1,1,1,1,1,21) a
koristili smo 5 SE(3) elemenata. Slobodni kraj grede je optere¢en momentom 87 u jednom
samom koraku. Analiticko rjeSenje ovog problema je dvostruki krug. Algoritam je
iskonvergirao u 3 iteracije, sto je oc¢ekivano [2].

U buduc¢nosti zelimo SE(3) formulaciju prosiriti na dinamiku i mehanicke integratore.
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