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Sazetak:

U ovom radu provedena je teorijska i eksperimentalna analiza
slijeganja oslonaca kontinuiranog grednog nosaca. Koriste¢i metodu
sila, izveden je teorijski model za proracun reakcija u osloncima koje
se javljanju uslijed slijeganja jednog od tri oslonca, uzimajuci pritom u
obzir i doprinos vlastite tezine. Za potrebe validacije teorijskog
modela, provedeni su eksperimenti na umanjenom fizickom modelu
kod kojeg su se za zadane vrijednosti slijeganja pojedinih oslonaca
mjerile reakcije u osloncima. Dodavanjem, a potom uklanjanjem
slijeganja, u eksperimentu je uoceno linearno elasticno ponasanje,
upravo kao sto to predvida i teorija.

Usporedbom rezultata dobivenih teorijskim modelom sa rezultatima
provedenog eksperimenta, pokazano je da teorijski model sa
zadovoljavaju¢om to¢noscu moze predvidjeti stvarno ponasanje.

Klju€ne rijeci:

Slijeganje, staticki neodredeni sustav, metoda sila, metoda jedinicne
sile, eksperiment.



Abstract:

In this work, a theoretical and experimental analysis of the settlement
of supports of a continuous beam was carried out. Using the force
method, a theoretical model was derived for the calculation of
reactions in the supports that occur due to the settlement of one of
the three supports, taking into account the contribution of its own
weight. For the purpose of validating the theoretical model,
experiments were carried out on a scaled-down physical model where
the reactions in the supports were measured for given values of the
settlement of individual supports. By adding and then removing the
settlement, linear elastic behaviour was observed in the experiment,
exactly as predicted by the theory. By comparing the results obtained
by the theoretical model with the results of the conducted
experiment, it was shown that the theoretical model can predict the
real behaviour with a satisfactory accuracy.

Key words:

Settlement, statically indetermined system, force method, unit force
method, experiment.
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1.UVOD

Slijeganje predstavlja pomak (deformaciju) tla prema dolje zbog
promjene (porasta) naprezanja u tlu. Do pomaka najcesce dolazi zbog
djelovanja opterecenja poput konstrukcije ili vozila koja se krecu
kolnikom, koja u tlu stvaraju naprezanja koja prelaze granicu nosivosti
tla. JoS neki razlozi su promjena sadrzaja vlage u tlu, vrlo duboki iskopi,
urusavanje kaverni ili rudarskih gradilista i sliéno. Slijeganje se moze
dogoditi odmah nakon postavljanja tereta ili ¢e pak potrajati neko
vrijeme dok se pojavi, Sto ovisi o obiljezjima i uzroku pomaka tla. Tlo
se, kao i svaki deformabilni materijal, deformira pod djelovanjem
opterecenja. Stoga, uslijed pojave naprezanja u tlu, deformacija tla ce
se svakako dogoditi, jedino je pitanje hoce |li ona utjecati na
funkcionalnost i stabilnost gradevine. Manje deformacije tla se u
praksi podrazumijevaju i toleriraju, a vrlo ¢esto i zanemaruju.

Razlikujemo tri vrste slijeganja [1], Sto je prikazano na Slici 1. Jednoliko
slijeganje (Slika 1.a) dogada se kada gradevina slegne podjednako po
cijeloj svojoj duljini. Takva vrsta slijeganja je i najpozeljnija jer
ujednaceno slijeganje nece prouzrokovati ostecenja gradevine.
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Slika 1:Vrste slijeganja [1]



Suprotno tome je nejednoliko, tj. diferencijalno slijeganje (Slika 1.b).
Gradevina slijeze po kosini jednolikog nagiba gdje As predstavlja
razliku Sy;gx | Smin. Jasno je da postoji odredeni nagib i kada
diferencijalno slijeganje dosegne odredenu razinu, nagib ée postat
vidljiv, a s time i neprihvatljiv. Svjetski poznati primjer je Kosi toranj u
Pisi [2]. Toranj je smjesten na mocvarnom tlu kojeg Cine sitni pijesak i
glina te je prisutna visoka razina podzemne vode. Dakle, rijeC je o
nestabilnom tlu znatne deformabilnosti i stiSljivosti Sto pogoduje
izrazajnijem slijeganju konstrukcije. S godinama se nagib tornja
povecavao Sto je ugrozilo njegovu funkciju i stabilnost pa je sukladno
tome provedena mjera stabilizacije tornja [3].

Slika 2:Kosi toranj u Pisi; diferencijalno slijeganje [2]

Kada se konstrukcija nagne, tada se moze povudi ravna linija od jednog
do drugog njenog ruba. Ukoliko je ta linija zakrivljena, onda je rije€ o
zakrivljenom slijeganju (Slika 1.c) koje moze biti opasno za konstrukciju
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jer takva iskrivljenja stvaraju vla¢na naprezanja, Sto moze rezultirati
pojavom pukotina i drugih ostedenja na gradevini. As predstavlja
otklon od referentne ravnine na ukupnoj duljini |, a upravo njihovim
omjerom se definira zakrivljenost.

Kako bi se sprijecila slijeganja koja su potencijalno riskantna za
konstrukciju, klju¢na su geotehnicka ispitivanja. Na taj naCin se moze
dodi do prihvatljivih rjeSenja u pogledu temeljenja ali i poboljsanja tla.
Takoder, mogu se utvrditi uzroci slijeganja i prema tome provesti
sanacija temeljne konstrukcije poput podbetoniranja, izvedbe
mikropilota, sanacije temelja mlazno injektiranim stupcimai sl.

U ovom zavrsnom radu analizirano je slijeganje oslonaca kod grednih
nosaca. Ako je sustav staticki odreden (npr. prosta greda, konzola),
vertikalno pomicanje oslonca (ili oba oslonca u slucaju prosto
oslonjene grede) ocekivano ¢e dovesti do pomicanja cijele grede, ali se
pritom na gredi nece javiti dodatne unutrasnje sile i naprezanja
uzrokovane slijeganjem. Medutim, kod staticki neodredenih nosaca
(npr. kontinuirani nosaci) nejednoliko zakrivljeno slijeganje oslonaca
dovest ¢e do dodatnog krivljenja grede, Sto ¢e u gredi uzrokovati
dodatna naprezanja i unutrasnje sile. Uz to, za razliku od staticki
odredenih sustava, kod staticki neodredenih sustava slijeganje ce
promijeniti vrijednosti reakcija u osloncima. To predstavlja potencijalni
problem kod oslonaca kod kojih ce slijeganje povedati reakcije u
odnosu na vrijednosti koje su posljedica djelovanja vlastite tezine i
vanjskih opterecenja.

U radu ¢e se, koriste¢i metodu sila [6], najprije izvesti izrazi za
odredivanje reakcija prilikom slijeganja rubnog ili srednjeg oslonca
kontinuiranog nosaca preko dva polja opterecenog kontinuiranim
optereéenjem preko cijele duzine. Na temelju prikazanog proracuna
mogucde je odrediti i konacne momentne dijagrame koji u obzir uzimaju
utjecaj slijeganja i koji mogu posluzZiti za dimenzioniranje i provjeru
nosivosti.



Prikaz teorijskog modela podijeljen je u nekoliko poglavlja i to od
opcenitih pojmova, zbog lakSeg razumijevanja problematike, do
konkretnog primjera slijeganja oslonaca kontinuiranog grednog
nosaca preko dva polja. U teorijskom modelu primijenjena je metoda
sila koja ukljuCuje metodu jedinic¢ne sile i jednadzbu kompatibilnosti sa
slijeganjem. Na taj nacin dobiveni su potrebni izrazi za odredivanje
reakcija u osloncima grednog nosaca.

Nakon toga prikazan je eksperiment koji je proveden na umanjenom
modelu grednog nosaca u praktikumu Katedre za tehnicku mehaniku
na Gradevinskom fakultetu u Rijeci. Prije svega, u laboratoriju su
provedena preliminarna ispitivanja oslonaca kako bi se utvrdilo jesu li
izmjerene vrijednosti reakcija pouzdane. Zatim se pristupilo mjerenju
reakcija od vlastite teZine grede (bez slijeganja) te je zaklju¢eno da
zbog toga sto oslonci nisu bili savrSeno poravnati ve¢ u startu postoji
utjecaj slijeganja na vrijednosti reakcija. Nakon Sto je zanemaren
utjecaj vlastite tezine, za zadano kontrolirano slijeganje oslonaca s
uredaja su oCitane reakcije u osloncima.

Za sam kraj rada, provedena je usporedba rezultata dobivenih
teorijskim i eksperimentalnim putem na temelju koje je zakljuceno da
je to€nost teorijskih predikcija u odnosu na eksperimentalne rezultate
zadovoljavajuca.



2.TEORIJSKI MODEL

2.1. Staticki neodredeni sustavi

U radu ée se proucavati slijeganja oslonaca staticki neodredenog
grednog kontinuiranog nosaca [7]. Staticki neodredeni sustav je sustav
Cije reakcije u osloncima ne moZemo dobiti putem jednadzbi
ravnoteze zbog veceg broja nepoznatih reakcija od broja spomenutih
jednadzbi. Putem izraza

n=R-3-2z (1)

definira se stupanj neodredenosti sustava n. Oznaka R oznacava broj
nepoznatih reakcija, broj 3 je broj jednadzbi ravnoteze koji je
konstantan, a oznaka z oznacava broj zglobova. Iz danog izraza se moze
zakljuciti da prisutnost zglobova (kao u slucaju Gerberovih nosaca [4])
smanjuje stupanj neodredenosti n. Ukoliko je n=1, kazemo da je sustav
jedanput staticki neodreden. Ukoliko je n=2, kazemo da je sustav
dvaput staticki neodreden i tako dalje.

Jedna od najpoznatijih metoda za rjeSavanje staticki neodredenih
sustava je metoda sila. Ta se metoda svodi na uklanjanje reakcija (veza
s podlogom) ili dodavanje zgloba kako bi se smanjio stupanj
neodredenosti, vodeéi pritom racuna da sustav ne pretvorimo u
mehanizam. Stupanj staticke neodredenosti smanjuje se do nule,
odnosno sve dok sustav ne postane staticki odreden. Takav sustav
nazivamo osnhovni sustav.

Na mjestu uklonjene veze ili dodanog zgloba pretpostavlja se
djelovanje nepoznate sile ili momenta Cija se vrijednost odreduje iz tzv.
jednadzbe kompatibilnosti ili sustava takvih jednadzbi. Jednadzba
kompatibilnosti na staticki odredenom osnovnom sustavu definira
vrijednost pomaka ili rotacije kod oslobodene veze ili zgloba na
temelju zadanog staticki neodredenog sustava gdje je na tom mjestu
pomak ili zaokret poznat (najcesée je jednak nuli). Svaka jednadzba
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kompatibilnosti predstavlja dodatni uvjet (jednadzbu) koji se pribraja
jednadZzbama ravnoteZze, Sto osigurava dovoljno jednadzbi za
odredivanje svih nepoznanica problema (reakcija).

Primjer ispravnog nacina pretvorbe staticki neodredenog u staticki
odredeni (osnovni) sustav prikazan je na Slici 3 gdje je prikazano
uklanjanje kliznog oslonca C te dodavanje sile X; koja je jednaka
reakciji Rg. Uvjet iz kojeg se odreduje veliCina sile X; je tzv. jednadzba
kompatibilnosti prema kojoj ¢e, usprkos tome sto u tocki C nema
oslonca, progib te tocke biti jednak nuli (zato jer je to tako na zadanom
stati¢ki neodredenom sustavu). Progib to¢ke C na osnovnom sustavu
dobiva se po principu superpozicije, tj. pribrajanjem utjecaja zadanog
vanjskog optereéenja (u ovom slucaju kontinuiranog optereéenja q) i
progiba koji uzrokuje nepoznata sila X;. Progib od vanjskog
optereéenja oznacavati ¢emo s &;,, dok se progib od nepoznate sile
oznaCava s Xj - f11 gdje je f11 fleksija, odnosno pomak od jedini¢ne
sile, na mjestu i u smjeru nepoznate sile X;. Prema navedenome slijedi
da ako jedini¢na sila X;= 1 stvara pomak f;;, onda prava sila X; na
istom tom mjestu stvara pomak jednak X; - f;1. Konacno, jednadzbu
kompatibilnosti moZzemo zapisati kao

810+ X1 f11=0 (2)

iz Cega nepoznatu silu X; odredujemo kao

X, = _ %10 (3)
fll

Pomak &, i fleksija f;; dobivaju se po metodi jedini¢ne sile. Na mjestu
i u smjeru trazenog pomaka ili fleksije zadaje se jedinicna sila, a
vrijednosti pomaka i fleksije odreduju se kombinacijom momentnih
dijagrama od vanjskog optereéenja M, i jedini¢nog optereéenja M; (u
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slucaju fleksije, dijagram od jedinicnog optereéenja se kombinira sam
sa sobom) po metodi Veres¢agin za koju su dostupne i tablice integrala
(Slika 4) [5].

2, A P\ \
| [ | R B A N
e J I [ I Le
BRA o o
A R A TA
Ry Tﬂc 14
hz4_3~0:/ | h"_?'.? - =0
{ x obhZki neocheddicsd geistoesr D42 ochetice) Fusbrr

Slika 3: Pretvorba staticki neodredenog u staticki odreden (osnovni)
sustav uklanjanjem kliznog oslonca C

Slican se postupak moze ponoviti i oslobadanjem nekih drugih
reakcija. Na primjer, u slucaju da se oslobodi moment upetosti M, u
tocki A, osnovni sustav postaje prosta greda. Jednadzba
kompatibilnosti mora osigurati da u tocki A kut zaokreta poprecnog
presjeka bude jednak nuli te se u svrhu zadaje jedini¢ni moment u tocki
A. U sludaju da se na lijevoj strani grede ukloni reakcija RY, sustav bi
se pretvorio u mehanizam koji horizontalno klize po podlozi. Razlog
tome je taj Sto sustav viSe ne sadrzava niti jednu horizontalnu reakciju
koja bi mogla preuzeti vanjsko horizontalno djelovanje.
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< Ta a a
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9 E Il_\_ 3},\ I_Zlk 4” 4sjk ’2jk(l+6+5) lzj(SIc,+k,)
|| g + a +
2| 40/2+4 Q.. o2 &5,
a =[hd% + 2/3(1 + y9) “Urky + 2/2
o| | ,] cUs + 4 + )k S (2 + i)k | S0 + 270k [5301 + 1002 +ix)k | 6 6
h P % Sl (ks + ki) + jska)

Slika 4: Tablica integrala za metodu Verescagin

2.2. Primjena metode sile u slucaju slijeganja oslonaca staticki
neodredenih sustava

Kako bi problem slijeganja staticki neodredenog sustava mogli rijesiti
metodom sila, zadani jedanput staticki neodredeni kontinuirani nosac
s tri oslonca pretvaramo u staticki odreden uklanjanjem oslonca kod
kojeg dolazi do slijeganja te dodavanjem sile X; koja je jednaka reakciji
uklonjenog oslonca. Osnovni sustav rjeSavamo pomod¢u jednadzbi
ravnoteze te tako odredujemo momentni dijagram M,. Paralelno, na
mjestu uklonjenog oslonca dodajemo silu X;= 1 i time definiramo
jedini¢ni sustav sa jedinicnim opterecenjem. RjeSavanjem jedini¢nog
sustava dobivamo vrijednosti momenta M;. Kako smo pretpostavili da
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se slijeze to¢no onaj oslonac kojeg smo uklonili, jednadzba
kompatibilnosti (u slu¢aju slijeganja) postaje

810+ X1 f11=A (4)

gdje umjesto nule, na desnoj strani imamo vrijednost slijeganja onog
oslonca kojeg smo uklonili. Reakciju u osloncu koji se slijeze moze se
konacno izraziti kao

Xlzm_ (5)
f11

Zbog lakSeg razumijevanja ove problematike, jednadzba (5) se moze
zapisati u obliku dvije zasebne komponente kao

A 1)
X, == %10 (6)
Y f

gdje je prva komponenta doprinos slijeganja oslonca, a druga doprinos
vanjskog opterecenja. Dakle, u slucaju slijeganja javiti ¢e se reakcije u
osloncima, a time i naprezanje koje uzrokuje savijanje grede, ¢ak i ako
zanemarimo utjecaj vanjskog optereéenja, tj. ako je drugi ¢lan u
jednadzbi (6) jednak nuli.

U sludaju da imamo istovremeno slijeganje viSe oslonaca, ovaj
postupak ¢emo ponoviti za sve oslonce, a konacne rezultate dobiti po
principu superpozicije.



2.3. Odredivanje reakcija u osloncima kontinuiranog nosaca u slucaju
slijeganja oslonaca

Slika 5 prikazuje jedanput staticki neodreden kontinuirani nosac preko
dva polja.

Ly , Lo

3

Slika 5: Jedanput staticki neodreden sustav na tri oslonca na osnim
rasponima L4 i L,

Poznato je nekoliko ulaznih podataka, a to su slijeganje A bilo kojeg od
tri oslonca, modul elasticnosti E, dimenzije poprecnog presjeka grede
b i h, vanjsko optereéenje g (u ovom radu pretpostaviti ¢emo da je to
vlastita tezina, ali opéenito to moze biti i neko drugo optereéenje) te
rasponi Ly i L,, slijedom. Sustav ¢emo rijesiti za slucaj slijeganja jednog
od rubnih oslonaca (rjeSenja odredena za slucaj oslonca A mogu se
jednostavno koristiti i za slucaj slijeganja oslonca C) te za slucaj
slijeganja centralnog oslonca (B).

Reakcije A, B, i C, oznaCavati cemo na zadanom kontinuiranom
nosacu koji je staticki neodreden. Reakcije i momenti s indeksom ,,0“
odnositi e se na osnovni sustav, a reakcije i momenti oznaceni s
potezom i indeksom ,,1“ odnositi ¢e se na sustav s jedinicnom silom
X

2.4. Slijeganje oslonca A
U slucaju slijeganja oslonca A najprije uklanjamo oslonac A te
dodajemo silu X; koja je u ovom slucaju jednaka reakciji A,. Takav
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osnhovni sustav rjeSavamo koristeéi jednadzbe ravnoteze, uzimajuci u

obzir vlastitu tezinu grede q.

Izrazi za reakcije u osloncima osnovnog sustava su

Li+L,
By, =Q-
yo =Q 2L,
_ Li+L,—2L4
Cyo - Q 2L2 )

gdje je

Q=4q (L1 +Ly).

(7)
(8)

(9)

Nastavno na dobivene izraze, crta se dijagram M,. Na rasponu L,,
dijagram se pojednostavljuje na nacin da se rastavi na trokut i parabolu
razli¢itih predznaka (Slika 6). To je vaino napraviti zbog kasnije

primjene metode Verescagin (Slika 4).
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Slika 6: Slijeganje oslonca A, osnovni sustav

Na mjestu uklonjenog leZaja A dodaje se sila X;= 1 te se kod takvog
jedinicnog sustava, izostavljajudi vlastitu tezine grede ¢, dobiva se
dijagram momenta M, (Slika 7); izrazi za reakcije u osloncima
jediniénog sustava su

= Li+L

By1= % (10)
= L

C.=—= (11)
y1 L,

Jednadzba kompatibilnosti glasi

810+ X1 f11=44 (12)
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od kuda se X; moZe izraziti kao

_ 4-%1, (13)
X4 =—.
1 fi11

Slika 7: Slijeganje oslonca A, jedinicni sustav

A, je veé poznat podatak koji se odnosi na slijeganje upravo onog
oslonca kojeg smo uklonili na samom pocetku (oslonac A). Trazena sila
X, jednaka je A,,. Prateci veC gotove izraze prema tablici integrala i to
na temelju oblika dijagrama (Slika 4), te dijeljenjem istih s krutos¢u na
savijanje El vrlo jednostavno se definiraju §;, i f11. Kod §;,, odnosno
kombinacije dijagrama M, i M, na rasponu L; imamo kombinaciju
parabole (dijagram M,) i trokuta (dijagram M;). Prema tablici integrala

7 2
to je kombinacija 8b gdje je a jednak L4, j jednak — 1 Zl , a k jednak -

L;. Na rasponu BC kombinira se trokut s trokutom (kombinacija 3c u
tablici) i parabola s trokutom (kombinacija 7c u tablici). Da bi odredili
fleksiju f;4, dijagram M; kombiniramo sam sa sobom ponovno putem
tablica integrala. Primjera radi — na rasponu L; imamo kombinaciju
trokuta samim sa sobom (dijagram M;). Sukladno tablici vrijedi
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kombinacija 2b gdje je a jednak L, dok su ji k jednaki —L;. S obzirom
da dijagram M; kombiniramo sam sa sobom, predznake ne treba pisati
jer ¢e oni uvijek dati pozitivnu vrijednost fleksije.

Konacno, dobiveni izrazi za §;, su

1 ql*  qli®l, qLlp® Ly (14)
= —r: + -
010 EI ( 8 6 24 )

a za fyq vrijedi

_1 Ld Lpla? (15)
f11—EI 3 + 3 ).

Sada je iz jednadzbe (13) lako dobiti X1, odnosno vrijednost nepoznate
reakcijeA,. Na kraju, putem superpozicije mogu se dobiti prestale
dvije reakcije By, i C,, prema danim izrazima

B, =By, +X; - By, (16)

Cy = Cyo +X1 . Cyl . (17)

2.5. Slijeganje oslonca B

U slucaju oslonca B postupak je analogan onome kojeg smo korisitili
kod slijeganja oslonca A. Na mjestu oslonca B postavlja se sila X; koja
je sada jednaka reakciji By, (vidi sliku 8). Izrazi za reakcije osnovnog
sustava slijeganja oslonca B su

= C =2 (18)
2

A yo )

Yyo
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gdje je
Q=gq (L +Ly). (19)

Nakon rjeSavanja osnovnog sustava odreduje se momentni
dijagram M,,.

Slika 8: Slijeganje oslonca B, osnovni sustav

Za jediniéni sustav imamo sljedeée — postavljanje sile X; na mjesto
oslonca B, rjeSavanje takvog staticki odredenog sustava putem
jednadZbi ravnoteZe i dijagrama M. Izrazi za reakcije ovog jedini¢nog
sustava su
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(21)
l
l
|
: |
| 1
| s B |
Z/ + LL
Slika 9: Slijeganje oslonca B, jedini¢ni sustav
Jednadzba kompatibilnosti glasi
810 + X1 " f11 =45, (22)
odnosno
X, =800 (23)

f11

Ag je slijeganje oslonca B, a preostale komponente jednadzbe
dobivamo preko ve¢ spomenutih tablica integrala (Slika 4). Kod
definiranja izraza za 6,,, dijagram M, se pojednostavljuje na trokut i
parabolu pozitivnih predznaka, a ovisno o osnim rasponima imamo dva
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slucaja. Kada je L1 = L, = L primjenjuje se kombinacija 7e. Ukoliko je L
# L, (Ly > L, ili L; < L), tada primjenjujemo kombinaciju 7f. Razlog
tome je taj Sto se u slucaju kada je L; # L, maksimalna vrijednost

momenta M, ne nalazi na istom mjestu gdje i vrijednost momenta M.

Za L, = L, = Lvrijedi

2L EI 24’

1 L (2L)%2 L% L ql?> L2 1 5qL*
510=E.[_2.(§.Q( ) ._)_2.(5.%._)]=_ 1

aza Li#L,

LitLy  q(LitLy)® Lyl (14 Ly L
3 8 Li+ L, Li+L, Li+L,

1
810 ='E'[

Za f14 vrijedi

1 L1 LllLZ 2 LZ L1'L2 2
- _ [ — +(—--( —= ]
fi=g (G (D) + G (25D

3

).

(24)

(25)

(26)

Za slucaj kada je L; = L, = L se izraz (26) svodi na é. Preostale dvije

reakcije se definiraju putem superpozicije te vrijedi

Ay=Ayo+ Xy Ay
Cy=Cyo +X1 .Cyl .

17
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3. EKSPERIMENT

3.1. Ulazni podaci i oprema

Problem slijeganja oslonaca stati¢ki neodredenog sustava proucavali
smo i putem eksperimenta gdje smo se sluzili osloncima koji
omogucavaju kontrolirano vertikalno pomicanje (slijeganje) te daju
vrijednosti reakcije (vidi Slike 11 i 12). Ispitani celi¢ni kontinuirani
gredni nosac pravokutnog je poprecnog presjeka (b= 25,3mm i h =
4,70mm) ukupne duljine 120 cm. Na eksperimentalnom postavu
vidimo sa svake strane prepuste duljine 5 cm (Slika 10). Zbog
jednostavnosti, utjecaj prepusta je zanemaren te sudjelujuéa duljina
grede iznosi 110 cm. Vaganjem nosaa, mnoZenjem izvagane mase s
9,81 m/s? i dijeljenjem tog rezultata s ukupnom duljinom nosaca,
dobivena je vlastita teZinag = 9,2 - 1073 N/mm.

Slika 10: Eksperimentalni postav
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Slika 11: Lijevi oslonac s uricom za mjerenje slijeganja preciznosti 0.01
milimetara

Slika 12: Uredaj za ocitavanje reakcija u osloncima
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3.2. Testiranje oslonaca

Prije samog pokusa provedena su testiranja oslonaca A,B i C na nacin
da su direktno na oslonce postaviljeni utezi tezine od 1 do 10 N.
Primijecena je njihova nepreciznost. Kod oslonaca A i B odstupanja su
se vecinom kretala 0 - 5%, dok lezaj C je znatnije neprecizan pa smo ga
u potpunosti i zanemarili iz daljnjih analiza. Rezultati testiranja

oslonaca dani su na Slici 13.

DSLONAC A

UTEG [N)]  MJERENJE [N]  JGRESKA [%)
1 1,1 9,09
2 2,1 4,76
3 3,1 3,23
4 42 4,76
5 5,2 3,85
& 6,3 4,76
7 74 5,41
8 8,2 2,44
g 9,3 3,23
10 10,4 3,85

DSLONAC B

UTEG [N)]  MJERENJE [N]  JGRESKA [%)
1 1 0,00
2 2 0,00
3 3 0,00
4 42 4,76
5 5,1 1,96
& 6,1 1,64
7 7,2 2,78
8 8,2 2,44
g 9,3 3,23
10 10,4 3,85

DSLONAC C

UTEG [N]]  MIERENJE [N]
1 0,3
2 0,8
3 13
4 1,8
5 2,1
B 2,6
7 3
8 34
g 4
10 4,1

Slika 13: Testiranje oslonaca
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3.3. Mjerenje reakcija od vlastite tezine

U sljedecem koraku mjerili smo reakcije u lezajevima A i B koje se
javljaju uslijed opterecenja vlastitom tezinom grede g. Postupak smo
ponovili dva putaitokadaje Ly =L, =Li Ly >L,.

Za L, = L, =L =55cm dobivene su sljedece reakcije

RA(q) = -3,4N (29)

RB(q) = -4,7N. (30)

Za L{>L,,tj.L; =70cmi L, =40 cm izmjereno je

RA(q) = -4,1N (31)

RB(q) = -4,6N. (32)

U oba sluc¢aja mora vrijediti ravnoteza vertikalnih sila, odnosno

Raq) + Rpg) T Re(q) = Q = q " Ly (33)

gdje je Lyx = Ly + Ly + 2L, = 120 mm ukupna duljina grede koja
ukljucuje i dva prepusta duljine L, = 5 cm. Stoga, koristeci g koji je
odreden vaganjem grede moze se odrediti ukupna tezina grede je Q =
11,04 N.

Za slucaj kada je Ly = L, imamo simetriCan sustav pa je Ryg) = R¢(q)-
Pod tom pretpostavkom izmjerene vrijednosti (29) i (30) mogu se
uvrstiti u (31), Sto daje zbroj reakcija jednak 11.50 N. Kao Sto pokazuje
Slika 13, te reakcije su 0.1-0.2 N vise od realnih vrijednosti pa je ako
usvojimo da svaki oslonac pokazuje reakciju koja je za 0.15 N visa od
njezine realne vrijednosti, dolazimo do zbroja reakcija koji je jednak
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11.05 N. Takva vrijednost se odlicno poklapa s izmjerenom vrijednosc¢u
tezine grede 0 =11.04 N.

S druge strane, u teorijskom modelu nismo uzeli u obzir prepuste pa je
ukupna teZina grede u tom slucaju Qr = q - (L; + L,) =10.12 N, Sto u
odnosu na vrijednost s prepustima predstavlja odstupanje od 9%.
Teorijski model za simetricnu gredu (L; = L,), na nacin kako je to
objasnjeno udijelovima 2.4 2.5, daje vrijednosti reakcija bez slijeganja
(A4 = Ap = 0)

RA(q) =1.90N (34)

Sto, uz uvjet Ry(q) = R¢(q), 0Cekivano daje zbroj reakcija jednak 10.12
N. Ono Sto treba primijetiti je znatno odstupanje reakcija (34) i (35) u
odnosu na izmjerene reakcije (29) i (30). Radi se o odstupanju koje se
ne moze pripisati zanemarivanju prepusta jer greske znacajno nadilaze
9% koliko iznosi razlika u ukupnoj tezini grede.

|z toga se moze zakljuciti kako su oslonci u eksperimentu zaista na sebe
preuzeli ukupnu tezinu grede, ali njihova medusobna raspodjela
optereéenja ne odgovara teorijskom modelu bez slijeganja. Kao sto je
vec ranije bilo receno, slijeganje oslonaca moze dovesti do promjene
vrijednosti reakcija u osloncima, ali njihov zbroj i dalje zadovoljava
ravnotezu vertikalnih sila, odnosno jednadzbu (33). Stoga,
pretpostavljamo da prilikom postavljanja grede na oslonce svi oslonci
nisu lezali na istom pravcu Sto je zapravo ekvivalentno slijeganju
oslonaca. Naime, ¢im oslonci nisu savrSeno poravnati, greda ¢e se (¢ak
i bez djelovanja vanjskog optereéenja) kriviti, Sto ¢ée rezultirati
reakcijama u osloncima.
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Kako bi potvrdili ovakvu pretpostavku, prvo smo definirali pravac
izmedu oslonaca A i C, pri ¢emu ti oslonci ne moraju nuzno biti na istoj
visini. Ukoliko se oslonac B nalazi na tom pravcu, svi oslonci su
poravnati i tada govorimo o nejednolikom slijeganju (Slika 1.b)) koje
ipak nece rezultirati krivljenjem grede zbog slijeganja. Ako pak tocka B
ne lezi na tom pravcu onda govorimo o zakrivljenom slijeganju (Slika
1.c)) koje ée, kako je to objasnjeno u dijelu 2.5, rezultirati reakcijama
od slijeganja u svim osloncima. MozZe se lako pokazati da se slijeganjem
oslonca B (prema dole), smanjuje reakcija B,, tog oslonca, a povecavaju
se rubne reakcije, odnosno A,, i C,,. Teorijskim modelom moze se lako
pokazati da slijeganjem oslonca B u iznosu 4 = 1.33 mm dolazi do
reakcija u osloncima

R,=2.95N (36)

Rz =4.22N (37)

$to je znatno bliZze izmjerenim vrijednostima (29) i (30). Treba uzeti u
obzir da reakcije (36) i (37) o¢ekivano moraju biti nize od (29) i (39) jer
kod teorijskog modela nije uzet u obzir utjecaj prepusta. Takoder,
usporedbom rezultata (34) i (35) s (36) i (37) vidljivo je koliko je veliki
utjecaj na vrijednosti reakcija ima relativno malo slijeganje. Tako malo
odstupanje oslonca B od pravca koji spaja oslonce Ai C vrlo smo tesko
mogli primijetiti prilikom izvodenja eksperimenta.

3.4. Mjerenje reakcija od slijeganja

S obzirom da smo na samom pocetku eksperimenta ocito krenuli s
neravhom gredom i reakcija od vlastite tezine, pritiskom na tipku
ytare” anulirali smo kod mjerenja reakcija vlastitu tezinu grede i
pocetno slijeganje. To smo ucinili za sva mjerenja jer pretpostavljamo
da je do poCetne neravnosti grede dosSlo i za slucaj L, # L.
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Slijeganje oslonaca A i B smo mijerili dva puta, prvo za slucaj L; = L, =
L =55 cm, a zatimiza slu€aj L; =70 cm i L, = 40. Mjerili smo reakcije
u osloncima A i B za inkremente slijeganja od 0.5 mm. Kada je
dosegnuta vrijednost od 2.5 mm, postupak smo ponovili unazad kako
bi provijerili je li ponaSanje grede elasticno i hoce li se uklanjanjem
slijeganja sve reakcije na kraju vratiti u nulu. Rezultati tih mjerenja
prikazani su u sljede¢em poglavlju gdje je ujedno napravljena i
usporedba s rezultatima teorijskog modela.

4. USPOREDBA EKSPERIMENTALNIH | TEORIJSKIH REZULTATA
Usporedba rezultata mjerenja s teorijskim predikcijama, koristeci sve
ulazne podatke i dobivene izraze teorijskom analizom kao i sva
mjerenja u laboratoriju, izvrSena je uz pomo¢ programa Microsoft
Excel. Usporedivane su izmjerene i teorijske vrijednosti reakcija
prilikom slijeganja oslonaca A i B, a odstupanja su prikazana u obliku
relativne greske.

4.1. Slijeganje oslonca A

Usporedba eksperimentalnih rezultata i teorijskih predikcija za
slijeganje oslonca A, dana je tabli¢no na Slici 14 za slucaj L, = L,, te na
Slici 17 za sluc€aj Ly > L.

Dobiveni rezultati prikazani su i graficki na Slikama 15i 16 te 18 i 19,
gdje se moze vidjeti proporcionalnost slijeganja oslonca i reakcija u
pojedinim osloncima. Teorijom je ocekivano dobiveno savrseno
linearno-elasticno ponasanje kod kojeg reakcija doseze najvecu
vrijednost pri najveéim slijeganju, nakon cega slijedi pad sve do nule.
Kod rezultata eksperimenta se vide odstupanja od savrSeno linearnog
ponasanja (vidi Slike 15 i 18) koja su i dalje prihvatljiva s obzirom na
preciznost mjerne opreme i nesavrsenosti u samom eksperimentu.

Uocljiva su nesto veéa odstupanja eksperimenta u odnosu na teorijsku
analizu upravo na osloncu A. Odstupanja su i o¢ekivana zbog testiranja
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oslonaca koja su pokazala veéu nepreciznost oslonca A u odnosu na
oslonac B. Na Slici 19 moze se uociti da kod slijeganja , kod slucaja L;
> L,, sila R doseze 1 N tek kada je slijeganje oslonca A doseglo
vrijednost od 1,5 mm, a do tada je sila jednaka nuli. To ukazuje na
greSku mjerenja jer je nemoguce da slijeganje oslonca nije rezultiralo

silom u osloncu.

L1=12 = 55cm
RA [N] RB [N]
AA [mm] [ TEORUSKI]  EKSP.  JREL. GRESKA [%] |TEORUSKI| EKSP. |REL. GRESKA [%]
0 0 0 0,00 0 0 0,00
0,5 0,2 0,3 33,33 0,4 0,4 0,00
1 0,4 0,6 33,33 0,81 0,7 -15,71
1,5 0,61 0,8 23,75 1,21 1,3 6,92
2 0,81 1,1 26,36 1,62 1,6 1,25
2,5 1,01 1,4 27,86 2,02 2,1 3,81
2 0,81 1,1 26,36 1,62 1,7 4,71
1,5 0,61 0,8 23,75 1,21 1,3 6,92
1 0,4 0,5 20,00 0,81 0,7 15,71
0,5 0,2 0,3 33,33 0,4 0,4 0,00
0 0 0 0,00 0 0 0,00

Slika 14: Usporedba eksperimentalnih i teorijskih rezultata za slucaj

slijeganja oslonca A kada je L, = L,
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SLIJEGANJE OSLONCA A [mm] za L1 = L2

s TEORIUSKI MODEL s EKSPERIMENT

Slika 15: Graficka usporedba eksperimentalne i teorijske vrijednosti
reakcije R, za slucaj slijeganja oslonca A kada je Ly = L,
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== TEORUSKI MODEL s EKSPERIMENT

Slika 16: Graficka usporedba eksperimentalne i teorijske vrijednosti
reakcije Rg za slucaj slijeganja oslonca A kada je L = L,
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L1= 70cm
L2 = 40cm
RA [N] RB [N]

AA [mm] | TEORIJSKI EKSP. REL. GRESKA [%] | TEORIISKI EKSP. REL. GRESKA [%)]
0 0 0 0,00 0 0 0,00
0,5 0,12 0,2 40,00 0,34 0 #D1)/0!
1 0,25 0,4 37,50 0,69 0 #D11/0!
1,5 0,37 0,5 26,00 1,03 1 -3,00
2 0,5 1 50,00 1,37 1,5 8,67
1,5 0,37 0,5 26,00 1,03 1.1 6,36
1 0,25 0,3 16,67 0,69 0,7 1,43
0,5 0,12 0,1 -20,00 0,34 0,2 -70,00
0 0 0 0,00 0 0 0,00

Slika 17: Usporedba eksperimentalnih i teorijskih rezultat za slucaj
slijeganja oslonca A kada je L, > L,
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Slika 18: Graficka usporedba eksperimentalne i teorijske vrijednosti
reakcije R, za slucaj slijeganja oslonca A kada je L, > L,

27



. 1 {,/, \
e V4 \
os) 0.8 //,
P
Y.
06 / N
0.4 {J/ .
// oy
.(/‘
0,2 p ’
/ N,
0
0 0,5 1 1,5 2 1,5 1 0,5 0
SLIJEGANJE OSLONCA A [mm] za L1 > L2
s TEORIISKI MODEL EKSPERIMENT

Slika 19: Graficka usporedba eksperimentalne i teorijske vrijednosti
reakcije Rg za slucaj slijeganja oslonca A kada je L1 > L,

4.2. Slijeganje oslonca B

Slike 20i 23 prikazuju tablicnu usporedbu eksperimentalnih i teorijskih
rezultata za slijeganje oslonca B za oba slucaja (L; = L, i L; > Lo,
slijedom). Takoder, i u ovom slucaju su na osloncu B rezultati teorije
vrlo slicni onima iz eksperimenta, dok su na osloncu A ocitanja reakcije
znatnije drugacija od izraunatih.

Grafovi su ponovno pravci Cija vrijednost raste povecanjem slijeganja
oslonca B i obratno.
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L11=12=55m |
RB [N] RA [N]
AB [mm] JTEORUSKI| EKSP. JREL. GRESKA [%] |TEORUSKI] EKSP. JREL. GRESKA [%]

0 0 0 0,00 0 0 0,00

0,5 0,81 0,8 -1,25 0,4 0,6 33,33
1 1,62 1,5 -8,00 0,81 0,9 10,00
1,5 2,43 2,7 10,00 1,21 1,6 24,38
2 3,24 3,5 7,43 1,62 1,9 14,74

2,5 4,05 4,3 5,81 2,02 2,4 15,83
2 3,24 3,4 4,71 1,62 1,9 14,74

1,5 2,43 2,5 2,80 1,21 1,4 13,57
1 1,62 1,5 -8,00 0,81 0,9 10,00

0,5 0,81 0,6 -35,00 0,4 0,5 20,00
0 0 0 0,00 0 0 0,00

Slika 20: Usporedba eksperimentalnih i teorijskih rezultata za slucaj
slijeganja oslonca B kada je L; = L,

RA [N]

Slika 21: Graficka usporedba eksperimentalne i teorijske vrijednosti
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reakcije R, za slucaj slijeganja oslonca B kada je L, = L,
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Slika 22: Graficka usporedba eksperimentalne i teorijske vrijednosti
reakcije Rg za slucaj slijeganja oslonca B kada je L, = L,

L1= 70cm
12 = 40cm
RB [N] RA [N]
AB [mm] | TEORUSKI| EKSP. REL. GRESKA [%)] | TEORIJSKIj EKSP. REL. GRESKA [%]

0 0 0 0,00 0 0 0,00
0,5 0,94 1,1 14,55 0,34 0,5 32,00
1 1,89 2,2 14,09 0,69 1 31,00
15 2,83 33 14,24 1,03 1,3 20,77
2 3,78 4,4 14,09 1,37 1,7 19,41
1,5 2,83 3,1 8,71 1,03 1,2 14,17
1 1,89 23 17,83 0,69 1 31,00
0,5 0,94 1,1 14,55 0,34 0,5 32,00
0 0 0 0,00 0 0 0,00

Slika 23: Usporedba eksperimentalnih i teorijskih rezultata za slucaj
slijeganja oslonca B kada je L{ > L,
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Slika 24: Graficka usporedba eksperimentalne i teorijske vrijednosti
reakcije R, za slucaj slijeganja oslonca A kada je L1 > L,
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Slika 25:Graficka usporedba eksperimentalne i teorijske vrijednosti
reakcije Rg za slucaj slijeganja oslonca B kada je L, > L,
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6. ZAKLJUCAK

U radu je provedena teorijska i eksperimentalna analiza kontinuiranog
grednog nosaca. Najprije su izvedeni izrazi pomocu kojih je moguce
odrediti reakcije u osloncima kontinuiranog nosaca za slucaj slijeganja
rubnog ili centralnog oslonca. Izrazi jasno pokazuju da slijeganje (¢ak i
u odsutnosti bilo kojeg drugog optereéenja na gredi) moze proizvesti
reakcije koje su posljedica krivljenja osi grede.

U svrhu validacije teorijskog modela provedena je serija
eksperimenata koji su za cilj imali provjeriti toCnost mjerne opreme,
utvrditi pocCetno stanje grede (bez slijeganja) te konacno izmjeriti
vrijednosti reakcija koje se u osloncima javljaju prilikom slijeganja.
Teorijske predikcije su pokazale zadovoljavajuéu to¢nost u usporedbi
s eksperimentalnim rezultatima. Pokazano je ponaSanje materijala u
eksperimentu (uz manja odstupanja) doista linearno elasti¢no, kao sto
to pretpostavlja teorija.

Na samom kraju mozemo zakljuciti da je slijeganje nepozeljna pojava,
jer ako se tijekom dimenzioniranja ista ne uzme u obzir, to moze
dovesti u pitanje nosivost i uporabivost konstrukcije kod staticki
neodredenih sustava. Vazno je da je slijeganje malo u odnosu na
dimenzije konstrukcije. Kada vrijedi A << §;,, slijeganje je zanemarivo
i ono znacajno ne utjeCe na reakcije u osloncima, Sto je vidljivo iz
jednadibe kompatibilnosti (5). Zbog toga Sto je 6;, obrnuto
proporcionalan krutosti na savijanje, proizlazi da veéa krutost daje
manji §,,, @ samim time je utjecaj slijeganja na reakcije u osloncima
veci kod kruéih konstrukcija.
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